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Vorrede. 


Die folgende Untersuchung ist auf Anrathen des Herrn Pro- 
fessor Gordan unternommen worden; ich habe bei ihm eine Vorlesung 
über die Sylvester’sche Determinante gehört; hiervon ausgehend, habe 
ich die Entwickelung der Resultanten erörtert. Bei dieser Gelegen- 
heit will ich dem Herın Professor Gordan meinen Dank abstatten 
für das Interesse, welches er meinen Studien gewidmet hat. Die 
Zeit, die ich in Erlangen zugebracht habe, gehört zu den nütz- 
liehsten Perioden meines wissenschaftlichen Lebens. 

Die direete Entwiekelung der Sylvester’schen Determinante nach 
den allgemeinen Regeln der Determinanten-Theorie ist mit grossen 
Schwierigkeiten verknüpft. Der Grund hiervon liegt in der grossen 
Anzahl von überflüssigen Gliedern, welche in ihr vorkommen und 
sich erst im Resultat wegheben. Wenn wir jedoch die Gesetze, 
welche die Resultante ersichtlich besitzt, erwägen, dann verhält sich 
die Sache anders; die Sylvester'sche Determinante ist ja nur eine 
Form der Resultante, und die Aufgabe besteht in der Entwickelung 
der Resultante selbst. Wir wollen diese Entwickelung nach Normal- 
und redueiblen Formen vornehmen. Diese Methode unterscheidet 
sich wesentlich von der des Herrn Cayley (Phil. Trans. vol. OXLVII, 
1857, p. 703—715). Er geht vom Laplace’schen Satz aus und fasst 
alsdann die Glieder geschickt zusammen. Als Werthe der Resul- 
tante erhalten wir hingegen eine vierfache Summe. Als Beispiele 
geben wir die Resultanten AR„,. und Rz 4. 
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I. Einleitung. 


Gegeben seien die Formen 


f= WAR — ma" it war? — ...(— 1" 


9o—=br + bar mi tt... + b,. 
Die erste ist vom m*® Grade und die zweite vom n‘” Grade. Wir 
nehmen m >n. Sylvester hat die Resultante R,, als (m + n)- 
reihige Determinante in folgender Weise dargestellt: 


und 


do — (1 a le an: + (— 1)” an U Arne 0) | 
0) o— -0-:- (—1j"an0 -- - 0 
7). 0 Ä Wh: (— 1)” am 
bo bi ba.» b„ (Ba.r. 0) 
BR:..vo NER... b, 


Wir bezeichnen sie durch 4„,„, und die Resultante AR, ent- 
sprechend durch Rn,n. Also An,n = Rm,n. Die Resultante der 
Formen 

aan Er 


DEE" + VERRS: 'nagun + Fass: + Dan 


bezeichnen wir durch R},„. Wenn wir auch In = Ru'n setzen, 
so machen wir doch einen Unterschied zwischen den Ausdrücken 
auf beiden Seiten dieser Gleichung. Die Glieder von R„,„ sind 
zwar sämmtlich in /„,„ enthalten; das Umgekehrte findet aber 
nicht statt. Im Gegentheil kommen in der Determinante 4I,„,„ viele 
Glieder vor, welche in der Resultante sich wegheben. Ferner kommt 
es vor, dass ein Glied in /„,„ zu wiederholten Malen auftritt, sei 
es mit positivem, sei es mit negativem Vorzeichen; die Producte in 


Rn,n treten jedoch stets mit bestimmten Üoefficienten versehen auf. 
1 


und 


2 I. Einleitung. 


Die überflüssigen Glieder von 4,„,„ dienen zur Darstellung der 
Resultante als Determinante oder auch ala Invariante. Bei der Be- 
rechnung von R,„,„ fallen sie natürlich hinweg. 

Es giebt besonders drei charakteristische Eigenschaften der 
Resultante: 

1) Sie ist eine ganze (rationale) Function der Coefficienten «a 


und b. In den a hat sie den Grad n, und in den b den Grad m. 


.. . 1 
2) Für = 0, wird u R164-a2%,9 = db Rm-ı,n; 


. 1 
u, =0, wird WR; 9-22" — % Ru,n-ı; 
WET 
Dre). wird Am Ei, 9, = (m Bm, n—ı- 


x 


3) R,o = Fyrıg,9: Hierbei ist A eine ganze Function 
(m — n)'”" Grades von x. Im Folgenden genügt es für A, am” 
zu nehmen, wo x eine Oonstante bedeutet. Diese drei Eigenschaften 
der Sylvester’schen Determinante sollen hier zur Berechnung der 
Resultante verwerthet werden. 

1) Als ganze Function der Coeffieienten a und b ist die Re- 
sultante ein Aggregat von Producten P, welche n Factoren a und 
m Factoren b enthalten. Nicht alle Producte dieser Art treten in 
der Resultante auf, sondern nur solche, welche folgende Eigen- 
schaften besitzen: Ihre Coefficienten verschwinden nicht; alle Glieder 
haben dasselbe Gewicht, nämlich mn. 

2) Die Glieder der Resultante haben mindestens einen der 
Coeffhicienten a,, b, zu Factoren, und ebenso mindestens einen der 
Coefficienten a, dm. Diejenigen unter ihnen, welche alle vier Coeffi- 
cienten Ay, du, Am, d„n zu Factoren haben, heissen Normal-Formen; 
die übrigen gelten als reducible Formen, da sie sich im Allgemeinen 
auf Normal-Formen zurückführen lassen. 

3) Die Glieder der Resultante R,,,„, welche aus derselben Normal- 
Form abgeleitet sind, haben denselben Coefficienten, nämlich den der 
betreffenden Normal-Form in ihrer Resultante. Diese Coefficienten 
sollen systematisch berechnet werden, indem man von Resultanten 
niederen Grades zu solchen höheren Grades aufsteigt. Bei ihrer Be- 
rechnung benützen wir die Identität öR„,„ =0, oder 


OR ,n b Dal OB T "h ORmınm _ 
in 22 + b3 pie —:.:(—]) N da, —=N(. 





bo 








0a, 


II. Die Glieder der Resultante. 3 


Wir bezeichnen die Summe der Normal-Formen, die in einer 
Resultante R,,„ auftreten, mit W„,„; weiter die Summe der voll- 
ständig redueiblen Formen mit V,„,„; die Formen W},n, Vi,» be- 
deuten die den Formen W,„,„ und V,„,„ entsprechenden Aggregate, 
wenn man die Indices der « um oe und die Indices der b um 6 
vermehrt (f,, 96). So gelangen wir zu der Formel 


Ey ST WE 


II. Die Glieder der Resultante. 


$ 1. Bestimmung der Glieder der Determinante aus 
Permutationen. 


Die Glieder der Sylvester’schen Determinante 1,,,. zweier Formen 
f= na — mati gar? — ..- (— 1)"am, 


go—= ba" + bar mi... + b, 
haben die Form: | 
(1) = (— 1)a,,0, „2,62, ° = ba 


m? 


wo die Anzahl der a, n, die der b, m, die Summe von 


(2) ı tet: +, 4 Aı+4+:: 4+4,.=mn 


ist, die Zahlen +1,22 +2,::-.+n, A +1, Age +2, Aut m 
eine Permutation p9 der Zahlen 1,2, ---m-+n bilden und wo i 
die Summe der Anzahl der Derangements der Zahlen «,+1,:--A,.+m 
in der Permutation » und des Gewichtes x + #2 + + x, der a ist. 


$ 2. Beziehung zwischen verschiedenen Gliedern der 
Determinante I, ,n- 


Vertauscht man die x, + ge mit den A, + oe in der Permutation 
p=m+1, %» +2... +n, +1, AaA+2--- + m, so 
erhält man eine neue Permutation p’, und ein anderes Glied der 
Determinante 4/„,„, welches der Permutation »° entspricht; es 
entsteht aus @, indem man die », mit den A, vertauscht. Diese 
Vertauschung kann man, wenn m>n ist, mindestens 2” mal 
vornehmen; die so entstehenden Glieder von L„,„ lassen sich in 


eine Gruppe zusammenfassen. 
1* 


4 II. Die Glieder der Resultante. 


$S 3. Andere Bezeichnungen für die Glieder. 


Mehrere # oder mehrere A können denselben Werth haben; wir 


dürfen die @ = (— Da + +44,02,d2, ba, auch schreiben 


i pı 29 Puy791 722 9 
(3) G = (— 1) Ar, Arg ET Or, b,, Di, er b,, P) 


wo wir die r und s gut ordnen. Zwischen den Indices r, s und 
den Exponenten p, q bestehen die Relationen: 


(4) a Een et Lk 
(5) ats Fr u—m, 
(6) PH tPpRt th tet: mn. 


$S 4. Bestimmung von Permutationen aus Producten. 


Nach den vorigen Paragraphen haben die Glieder 


© pı m Pu7917 92 Iy 
(— 1) Ar, Arg na Z Ar b,, Ds, Veh b;, 


der Determinante 4,„,„. zwei Eigenschaften; erstens bestehen die 
Relationen (4), (5), (6); zweitens kann man die Factoren a,,, 
PR Pa Dr bi, ... bi. so ordnen, dals die Zahlen x“ 
#42, tn, A+]1,4Ags-+ 2,-:-An + m eine Permutation 
der Zahlen 1, 2,--- m + n bilden. Dieser Fall kann auch bei 


mehreren Anordnungen der Factoren a und b eintreten. 


$ 5. Die Coefficienten. 
Das Product 


i 
G = (— 1) dx, Ay, Zehe Oy, bi, bi, ww b; 


— (— 1)a,. a, Ns Gr Und, 2 b,, 
kann öfter als Glied der Determinante /,„,. auftreten. Bei jedem 
Auftreten hat es entweder den Coefficienten + 1 oder den Üoeffi- 


eienten — 1. Die Summe dieser Zahlen bezeichnen wir durch 


pfı m 211221. 98 9% 
(7) yıara a lan] Si Sara ash 
23 


. = B p1 p 941,98 qQ 
sie ist der Coefficient des Productes qa,, @,, -*- Ay, Di Das SD 


in der Resultante R,.,n- 


$6. Producte als Glieder der Determinante. 


Um irgend ein Product 


pfı » Pu 941-9 Qy 
Ar; Org ...(i b,, ER db, — Ay dp: 04, 52, dag: Dans 


"u v 


II. Die Glieder der Resultante. 5 


bei dem die Relationen (4), (5), (6) bestehen, als Glied der De- 
terminante /,,„ darzustellen, permutiren wir die x und A auf jede 


mögliche Weise der Art, dafs die Reihe » +1,,+2,. x», +n, 





eh, AR +2...4,+ m entsteht. Es giebt erg El Per- 
Ip,! a 
mutationen der «, Tr Permutationen der A, und durch 
Nr EEE 
m!n! 


nn, Permutationen der # und A 
DEE Pe RR ER er 


zusammen 4 +1, %+2,::-.+n, A4+1, 4, +2, Ant m. 
Von diesen liefern nur diejenigen Glieder der Determinante I,,., 
welche Permutationen der Zahlen 1, 2,---m=+n bilden. Diese 
Auswahl kann auf folgende Art getroffen werden. Erstens bilde 
man alle Permutationen der x, welche die Bedingung +0 +%- 6 
befriedigen; dann bilde man die Permutationen der A, welche die 
Bedingung A, +0 =++4,-+ 6, und schliesslich verbinde man die so 
entstandenen Zahlen, sofern sie der Bedingung u +o=4;+ 6 
genügen. So entstehen alle gesuchten Permutationen. In den 
nächst folgenden Beispielen erläutern wir die Ausführung dieses 
Processes. 


Combination‘ 


1. Es sollen zunächst die Glieder der Determinante 4,,,, 


welche zu dem Producte wa;a, bob» bi gehören, gefunden werden. 


Es giebt = — 12 Permutationen der x und desgleichen & — 12 
Permutationen der A. 
% ji Von diesen Zahlen-Systemen 
0114 0244 der x genügen 
0141 0442 0114 | 
0411 0494 0141 der Bedingung 
1014 2044 041 (A) m to F%H+ 0, 
1041 4042 1401 
4011 4024 1140 
1104 2404 und von den Zahlen-Systemen 
1401 4402 der A genügen 
4101 4204 0244 
a Es a der Bedingung 
Bier No 6. 
4110 4240 rer 
2404 


2444) 


6 I. Die Glieder der Resultante. 


Die 5 Systeme (A) der x werden mit den 6 Systemen (B) der A 
zusammengesetzt. Es entstehen so 30 Combinationen, von denen 
diese vier 01144042, 04112044, 14010244, 11400424 der Bedingung 
% + 0 == As + 6 genügen. Diese vier Systeme liefern die Permu- 
tationen 13485276, 16453278, 26351478, 23741658, und die Glieder 
aa aybobzbi, N arbebe dr, @0 a, Ay bobz bi, Aaaarbobsbı der 
Determinante 1,,,. Hieraus folgt 01?4|024? — 2. 

2. In ähnlicher Weise können die Glieder von 4,,,, welche zu 
dem Producte aa, bo bs b> gehören, in folgender Weise gefunden 


werden: 
x A % A aA Permutation 


004 0233 004 0233 0043302 1274536 
040 0332 © 040 2033 0042330 1273564 
400. 0323 400 3023 0403023 1634257 

2033 3302 4000233 5231467 

3032 2330 

3023 

‚2303 

3302 

3203 

2330 

3320 

3230 


Das Product ana,bobsb; kommt viermal vor, stets mit posi- 


tivem Vorzeichen. Deshalb ist 0°4 | 023? — 4. 


3. Aehnlich wird für das Produet a,a1 az bo be b, 
% A A A 


0115 03334 33034 33340 
0151 03343 33043 33430 
0511 03433 34033 34330 
1015 04333 43033 43330 
1051 30334 39904 

5011 30343 33403 

1105 30433 34303 

1501 40333 43305 

5101 

1150 

1510 

5110 


II. Die Glieder der Resultante. 7 


% A “4A Permutation 


0115 03334 011540333 134952678 
0151 30334 015130354 138542679 
0511 40333 115003334 238415679 


5011 33034 
1501 34033 
1150 


Den Permutationen 134952678, 138542679, 238415679 ent- 
sprechen die Glieder ELIAS AodıQsbob}b, , I 0 a50505dL. 
Somit ist 01°5|08°4 = — 1. 


$ 7. Die Factoren A und b der Glieder der Determinante 4, ,.. 
Nach $ 3 sind die Glieder der Determinante 4,.,. 


 pı 22 Pu 941-7723 qy 
G=(—]) Ar, Org BL bs, LA 


Sie haben die Factoren: 


(8) ee Uy; Ang’ * dx, or de AR, ar 
(9) B—babag: da, — ba den on 
Die Summen 

(10) ı=PprHtPer2 tt °°°+ Dura, 
(11) EN TtRB tt +95, 
und 

(12) g=-TRTMNn, 


sind die Gewichte der Producte A, B und @. 

Die Factoren A und .D ergänzen sich, als complementäre Factoren, 
zu dem Gliede @ der Determinante 1,„,„. Es giebt viele @, welche 
denselben ersten Factor A besitzen. Man erhält sie aus A, indem 
man dazu die complementären Factoren 5 aufsucht. Hierzu be- 
stimmen wir die Lösungen Aı, Ag---A,, der Diophantischen Gleichung 

Rt Asr Am mn dt, 
und bilden die Producte bz, ba, + - ba,,- | 

Wenn die Werthe x, A so geordnet werden können, dass die 
Zahlen 3 +1, 2» + 2-:-»4+n, A+1:--:-A.+m eine Per- 
mutation der Zahlen 1,2---m + n bilden, so ist 

(— T% Ay, Ayo ne A, bi, bi, PURE VE 


ein Glied der Determinante I„,„n. Hierdurch können die @ in 


a II. Die Glieder der Resultante. 


Classen getheilt werden. Jeder Classe entspricht ein A. Die In- 
dices r der Factoren a von A können alle Werthe zwischen 0 
und m annehmen. Die Anzahl sowohl aller A als auch aller B 


; m+n | pP m Pu 2 
ıst ( N ). Die A Zu dx, Ay, ... Ay, SI Or; Oro .o. er, erhält man 


bei passender Wahl aus den (? B ) 


der Zahlen O,1,--- m. 


Combinationen %, #2, *** #m 


S 8. Specielle Werthe der x und 4. 


In der Permutation p= a1 +1, #2 +2, m tn,Aı-+]1, 

Ag 2, An + m kommen unter andern die Zahlen 1 und m + n 

vor. Die Zahl 1 kann nur von %, +1, oder A, -+1, und die 

Zahl m +n nur von den Zahlen x, + n, Am. + m herrühren. 

Sowohl eine der Grössen x,, A, als auch eine der Differenzen m— x, , 
% — An verschwindet. Desgleichen verschwinden in dem Gliede 

i Pı m Pu 791792 Iy 

(— 1) Ar Org ke Ur), b,, Ds, Ag b,, 

sowohl mindestens einer der Indices r,, s,, als auch mindestens eine 

der Differenzen m —r., n— 5. G hat mindestens einen der 


Factoren a,, db, und mindestens einen der Factoren a„, b„. (Vgl. 
Einleitung 98. 2.) 


$ 9. Glieder mit Factoren q,, b,- 

Hat @ zwei Factoren a,, db, und ist nach der erörterten An- 
ordnung G = (— 1)ia, a2, °::@,,d2, ba, dr,, so liefert in der 
Permutation 9, d.h. u, +o= 0, resp. -+7T=r, eine der Nullen 
eine Zahl o resp. r, verschieden von 1. Wenn man A, mit x, resp. 


A, mit %, vertauscht, so erhält man ein neues Glied (vgl. $ Di 


welches ao resp. b, zum Factor hat. Umgekehrt, hat @ einen Factor ag 
resp. bo, so kann man aus @ ein neues Glied erzeugen, welches 
die beiden Factoren a, und b, besitzt, indem man eine der Nullen 


der a resp. b mit dem correspondirenden Index der b resp. @ ver- 
tauscht. 


$S 10. Reziproke Permutationen und reziproke Glieder. 


Erhält man eine Permutation der Zahlen 1,2,---m + n aus 
den Zahlen ı +1,22 +2... +n,A4ı4+1,4+2,:.:-Antm, 


so kann man aus den letzteren eine zweite Permutation g dadurch 


- 


I. Die Glieder der Resultante. 9) 


ableiten, dass man sie von m +n-+- 1 abzieht und dann die so 
entstehenden Zahlen in der Weise anordnet, dass man sowohl die 
ersten n, als auch die letzten m in umgekehrter Ordnung schreibt. 
Dies folgt daraus, dass die ausgerechneten Zahlen alle unter einander 
verschieden, >1, und <m-+n sind. Die Permutationen 

(13) p=u+1,% +2, +n,d4+1,48+2,:::1.4+m 
und 

g=m— m +1, m— u-ı +2: m— u-4n, 

n— An t+1,n — Au-ı + 2:--n — Aı + m 


nennen wir reziproke. Der Permutation » entspricht das Glied 


(14) 


(Fi I 1)a,, Üy, An Ay, bi, bi, ehz b; 


m 


y 


i pı 29 Pu7N17R% en 
(Vo, .-- Gr, Bi 0. «ed, 


und der Permutation q entspricht das Glied 


i 
(15) H= (— 1) IAm—x, Im—x RAINER Y Mar. Am—xı De 2) Da 2 0, 
19) 
Ü Pu Pu—i 21 47 %—1 a 
— (— 1) Im—r, Im — a1 ek, Am—rı DA, On Ra On, . = 


Wir nennen @ und H reziproke Glieder. Sie haben denselben 
Coeffieienten in der Entwickelung der Determinante. Die Factoren A 
und B sind bei reziproken Gliedern auch reziprok. Die Indices und 
Exponenten von H sind durch die Relationen verbunden: 

(16) N 
(17) ++: ta=m, 
(18) Be Hmm) He + Gen — 5) 
+ BR — s-1)+:::=mn, 
19) ı =mm — sg = m—r)+  tmam—n)=ß, 
20) g = mm -—p=u,ln — Ss) +: an — sı)=g, 
(21) +9 =g =mn. 
12..--m+n 


*, Der Substitution s = (; ; ; 
172°" mtr 

e.: 1 2 MN n+1 --- m+n 
Substitution s, = (v- „u N—i, 1: N-—iüuN— en BE N en 


entspricht das Glied 7, wo die i sich auf die Colonnen von ch beziehen 


EN € 7 IS, ee 3 MN 
und rt nr te, N=mrn+1, undmeds—( 1)" "mod s 


sind. 


) entspricht das Glied @. Der 
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III. Normal- Formen. 


S 11. Definition der Normal-Formen (Mutter-Formen). 


Alle Glieder @ der Determinate /,„,„. haben mindestens einen 
der Factoren a,, d, und mindestens einen der Factoren a„, br. 
Es giebt aber auch Glieder, welche drei oder vier derselben be- 
sitzen. Diejenigen, bei denen der letztere Fall eintritt, also r, = 0, 
sı=0,m—ru=0, n—s,=0, nennen wir Normal- oder Mutter- 
Formen und bezeichnen sie durch 
(22) ES DV de en. 

Ist @ eine Kr 40 so sind die Factoren A und B von G@ 
auch Normal-Formen. A hat einen Factor aüa„ und B hat einen 
Factor bob„. Nach der Methode von $ 9 kann man, in gewissen 
Fällen, aus einer Formal-Form N ein anderes Glied der Deter- 
minante /„,„ erzeugen, welches keine Normal-Form ist. 

Zwischen den Indices und Exponenten der Normal-Form N 
bestehen die Relationen: 


(23) DIE 
(24) Yt9%e+'+=m, 
(25) U In 
(26) 22 + Tn=M, 
(27) + g9=mn. 


$ 12. Reziproke Normal-Formen. 


Nach $ 10 entspricht der Normal-Form 


i Gi 23 9» 


N=(— 1) q,, - el: b, 0, 
die Normal- En 
(28) — (Yan: md be. 
Es bestehen zwischen den Indices und Exponenten dieser reziproken 
Normal-Form die folgenden Relationen: 
(29) mt+mat+ tan, 
(30) %t%-ıt+. Tqa=m, 
(31) 1 en Tg — pm — Tr) dont pım 
(32) EEMmMm— RB=H-ı m — Ss-1)+:+gqm, 
(33) +9 —=g —mn. 


IV. Reducible Formen. V. Die Producte P. 11 


Formeln (29), (31) bestehen zwischen den Indices der Faetoren 
von A und (30), (32) zwischen den Indices der Factoren von B. 
Nach $ 6 sind die Factoren 


(34) A 
und 

(35) A= aa N, 
reziprok und ebenso die Faetoren 

(36) B— bo biz bu” 
und 

(37) DI bon be. 


IV. Redueible Formen. 


S 135. Sonstige Glieder. 


Die Normal-Formen N = (— 1)a,. Ay, er bu; BUNT, 
haben die vier Factoren @, bo, An, d„; die übrigen Glieder, G, jedoch 
haben nur zwei oder drei derselben. Wir wollen alle diese Glieder 
auf Glieder niederer Determinanten reduciren und unterscheiden 


vier Arten: 


1. Solche, welche nicht den Factor a,, also den Factor b, besitzen. 
> 


” „ 2 ” 2) b. ? ” ” PD] Am ” 
3 7 ” ” ” ” Ag ? P2] 2» ” bo ” 
a ” ” ” ” ” bo ? P2, 2] P2 Ag ” 
Diese vier Arten von Gliedern @ stehen in Beziehung zu einander. 
Vertauscht man A mit D, so gehen die Glieder der zweiten und 
vierten Art in Glieder der ersten und dritten Art über. Gehört @ 
der dritten oder vierten Art an, so gehört das reziproke Glied 7 
der ersten oder zweiten Art an. 


V. Die Producte P. 


$ 14. Definition der Producte P. 
Wir wollen jetzt Producte 


TR NER IERZ Pu, gl 72 9y 
P= a, %; "0,02 da, 6, %rı Ur, dr b,, db, 


12 V. Die Producte ?. 


einführen, welche wir später gebrauchen werden; die r und s sind 
gut geordnet. P entsteht aus dem Gliede @ dadurch, dass wir von 
der Bedingung, dass 4 +1, ::-%.—+n, Ar+ 1, :-: Am + m eine 
Permutation bilden, absehen, und ausserdem das Vorzeichen weg- 
lassen. Ebenso wie die @ sollen auch die P mindestens einen der 
Factoren a,, b, und mindestens einen der Factoren a„, b„ enthalten. 
Die Definition der P lautet: 
vı »9 


Pu 91 23 Ay 
(38) P= Ay Ay * Qu, Dr, ba, aa b;,, — Ay, Up 9° Gr, b;, bs, APy b,, 5 


enthält mindestens einen der Factoren a,, d,, und mindestens einen 
der Factoren a„, d„, die x,4,r,s,p,g sind >0, und 


atmt tm tAhtit 4 Am 


89 
( ) = 9pın pr +. +1 + Re +: =mn. 


$ 15. Folgerungen aus der Definition von P. 


Nach der obigen Definition von P entspricht jedem Gliede der 
Determinante 4,,,. ein Product P; das Umgekehrte ist nicht immer 
der Fall. Im Gegentheil, es giebt viele Producte P, denen kein 
Glied der Determinante /,„,„ entspricht. Um alle Glieder @ der 
Determinante zu erhalten, bilden wir zunächst alle Producte P; 
sodann wählen wir unter ihnen diejenigen aus, welche Permutationen » 
liefern, und versehen sie schliesslich mit dem zugehörigen Vor- 
zeichen (vgl. $ 6). Wollen wir die übrigen Producte als Glieder 
der Determinante ansehen, so haben sie verschwindende Coefficienten. 


$S 16. Beziehungen zwischen den P und den @. 
Ebenso wie wir ım $ 7 @ in die beiden Factoren 
A = Vz Uxo aka. e Ux, en Ar Ar, Srdne (Ay, 


B=b,b,:. bb, —bube bi 


gespalten haben, spalten wir die Producte Pin die Factoren A und B. 
Was wir nun in $ 7 ın Betreff der Faetoren A und 5b von G ge- 
sagt haben, gilt gleichfalls für die Factoren A und D von P; aus- 
genommen sind die Eigenschaften, welche sich auf die Permu- 
tationen beziehen. Demgemäss gelten die Formeln (2), (4)---(12) 
auch für die P. Im $ 10 haben wir G und Hals reziproke Glieder 


der Determinante /,,„ definirt; analog bezeichnen wir auch hier 
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Pu Pu—1 p 9y  w—1 21 
(40) Q Fr Am—r,, msn; Beh Am—rı On—s, a er: On 
und 
?ı 29 Pu 121422 Qy 
P =, Ar, Arg a ars Ir, b,, bu, res b,, 


als reziproke Producte. Dies gilt gleichfalls für die in den S$ 11 
und 12 erwähnten Normal-Formen N und R; die ihnen entsprechen- 
den Producte 


?pı 22 Pu 721792 2y 
(41) N Baemunen Ag Org A Om bo b,, 2% b, $) 

p Dei 71,72 Gu—1 41 
(42) R = 10% mr _ı ne Am Do‘ ER ee b„ 


nennen wir reziproke Normal-Producte. Im $ 10 sind zwischen den 
Indices und den Exponenten von A die Relationen (16), (17)---(21) 
aufgestellt worden; und in $$ 11, 12 die Relationen (23), (24) .-- (27) 
und (29), (30)---(33) zwischen den Indices und Exponenten von N 
und R. Alle diese Relationen gelten auch für die entsprechenden P. 
Endlich gilt alles, was wir in $ 13 von vier Arten von Gliedern 
gesagt haben, gleichfalls für die Producte P; wir wollen sie auf 
niedere Producte reduciren. | 
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$ 17. Die erste und zweite Reduction. 


Im ersten Falle hat P nicht den Factor a„ und daher den 
Factor b,. Im zweiten Falle hat P nicht den Factor 5, und daher den 


. ?ı p 1,9 q 
Factor a). P hat entweder die Form a,, ar, * +: Ay bs, Dis Dun 


oder die Form Ay, 03 a b bu, ER IS Nach 8. 2, 2) ist die 
Summe derjenigen Glieder von R„,„, welche den Factor a, resp. 
branicht "enthalten, b, Am_—ı,n TESPp. @mEm,n-ı- Wenn BP in. der 


Resultante R,,,. vorkommt, so treten die Producte 


ru 


> pı 9 Pu7N1 722 1 
[4 y ] H Z 
P —— 5 —— dr, Or, ee Or, b,, bs, b,, 
N 
Su 27 1.9172 7 
?ı 29 Pu 1123 v 
P' = ar = dr, Org a Om b,, bu, ee b., 
Mm 


in den Resultanten R„-ı,r, Rm,n—ı auf. Fahren wir in unserer 
Untersuchung fort, so können wir weiter mit b„ oder a,„ dividiren. 


14 VI. Reduction. 





[3 . m—r N—8 [} [ [3 [ 

Haben wir mit db, “ resp. a„  dividirt, so gelangen wir zu den 
reducirten Formen | 

P ?ı 9 Pu 7 21192 y—mtr. 
(43) P, — m—ru = Ar, Org ...e,, Ir bs, b,, .0.. b„ y 

N 

7 ?ı Pg Put 717982 9 

(44) P, = n—s, = Ar, Org he! Om b,, Di, he bs, . 


An 
Diese Producte treten ın den Resultanten R,.,n resp. Em,s, auf, 
sobald als P ein Glied von R„,„ war. Das Gewicht gı von A hat 
sich entweder hierbei gar nicht geändert oder um m(n — s,) ver- 
mindert. 


$ 18. Die dritte und vierte Reduction. 


Producte P, welche den Factor a, nicht besitzen (dritter Fall), 
haben den Factor bu, und Producte P, welche den Factor db, nicht 
besitzen (vierter Fall), haben den Factor au. Sie sind in den Formen 

a, dy, .. Be bu, Bi resp. a0" Br ... ar b., bu, .. b,” 
enthalten. Die Summe derjenigen Glieder von R,,„, welche a, nicht 
enthalten, ist bo RI und die Summe derjenigen Glieder, welche 


bo nicht enthalten, ist ao Rm,n-ı (8. 2, 2)). Im dritten Falle divi- 
diren wir mit by und vermindern die Indices der a um 1; im vierten 
Falle dividiren mit a, und vermindern die Indices der b um 1. 
Sobald als P ein Glied der Resultante R,„,. ist, sind die entstehen- 
den Producte Glieder der Resultante R„_ı,n, An,n—ı- Wir fahren 
mit diesem Process so lange fort, bis die Indices r, und sı ver- 
schwinden und gelangen so zu den Producten 


?ı m Pu 21 017.28 Iy 
(45) ri —— 47) An—r Sn 7 I,,—r bo b,, En b;, $) 
212 imens Puz7117 21 Iy 
(46) P, ———— (do Org ... Ur, bo Dun ... D,, Kr 1 y 


welche in Resultanten R„_r,,n, Rm,n—s,; auftreten. Das Gewicht gı 


von A ist entweder um nr, vermindert oder hat sich nicht geändert. 


S 19. Die Differenzen nen ER ERN nn ser On Dan 
1 
Inn Fr by Dan; Di is hi ; 
Das Product db, Rn—ı,„n ist die Summe aller Glieder von R„,r, 


welehe den Factor a, nicht enthalten; die Differenz R,,„ — b„ Rm-ı,n 
ist demgemäss die Summe aller Glieder der Resultante R,,„, welche 


VI. Reduction. 15 


den Factor a,, enthalten. Ebenso ist die Differenz R,,„ — An Rm,n—ı 
die Summe aller Glieder von Fon,» ‚ welche den Factor b, enthalten. 
Die Differenzen R,,n — BER 0% ‚n, Zim,n — Ba bestehen aus 
den Gliedern von R„,„, welche die Factoren a, resp. b, enthalten. 


S$S 20. Die Differenzen R,,„ — bh, 1,2 —% EN ARE 
und una — D, Pe 5 I EEG 


Die Differenz be Ra ist die Summe 
aller derjenigen Glieder der Resultante R,,„, welche den Factor ao» 
besitzen. Hierbei unterscheiden wir drei Fälle: 

1. Diese Glieder haben nicht den Factor a,, also den Factor b,. 

2. Sie haben nicht den Factor b„, also a. 

3. Sie haben beide Factoren a„, d„. Im letzteren Falle sind 
sie Normal-Formen. Zur Reduction dieser Formen können nur 
solche erster und zweiter Art benützt werden. Die Differenz 


Ds N, Dim, Nee him, a1 
ist die Summe aller derjenigen Glieder der Resultante R,.,„, welche 


den Factor a„b,„ besitzen. Von diesen Gliedern lassen sich wieder 
drei Arten unterscheiden: 
1. Solche, die den Factor a, nicht, also den Factor by, haben. 
2. Solche, die nicht den Factor b,, also den Factor a, haben. 
3. Solche, die beide Factoren au, bu haben; die letzteren sind 
Normal-Formen. Bei der Reduction der reduciblen unter diesen 
Formen benützt man nur diejenigen der dritten und vierten Classe. 


$ 21. Die Coefficienten der Producte P und P.. 


In den $$ 17, 18 haben wir gesehen, dass sich der Coeffieient 
eines Productes bei Reduction nicht ändert. Die Coefficienten von 
P und P; stimmen in ihren respectiven Resultanten überein. Zwischen 
ihnen bestehen die Relationen: 








var y2? Pu 1 2 Qy 1:29 Pu 198 Q,—_m+r 
(AT) rin ru Is; Bun en Nas N er 

pı P2 92 = 9y ?ı m Pu rt, | 1 9 q 
(48) Yyı Ya a m’ |sl®s ... Sy = fj Y3 Mm u 51 $9 RR 

21.29 41278 Pa 2172211..08 q 
A, rı’ 73. .:- Ei, Sr.» zen, (nen) -(ru—rı) 0 Se 





(50) 0,2... Zu | tlg; N er, - a 0). sts) 
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Jedem Producte P= a}! "a, 2... gie AR b’? ... b’ entspricht 
das reziproke Product Q = are Be n os, DS, Ba, „. Nach 


dem $ 10 gilt die Gleichung: 


De le Fe 187457? Aa s” 
(51) = (m—r, (m De (m — r,)* | 
(n ER 2.7 (n Der ASoLen BR; (n 2 02 R 


8 22. Weitere Beziehungen zwischen den Indices und Exponenten. 


In den $$ 17, 18 haben wir das Product 


Pe Wer 8 RE 
r r9 y Sy 


39 


auf die vier Producte P, 


77 r 
aPı aP2... au ya b®. . bIv 7 “ 
rn ru 1 92 n 
— ns ; 
a 3... dia BR ech”, 
rı r9 % 1 sy 
if! 
a, 1 q?2 Fe N ar DB“ 1 bie: . br : 
7371 run sy 
an 
a," 12 ar b,! b?2 ..b% 
v2 "u 9 8951 


reducirt. 
In ihnen sind die Exponenten > 0; hieraus ergeben sich die 
folgenden Relationen: 


(52) v—m+n>0, 
(53) DI DB 
(54) Na > 0 ’ 
(55) Dr 


Ist in einer oder mehreren dieser Formeln das Gleichheits- 
Zeichen gemeint, so lassen sich weitere Reductionen vornehmen. 
Producte, bei denen auch nur eine dieser Relationen nicht erfüllt 
ist, haben, als Glieder der Resultante aufgefasst, verschwindende 
Coefficienten. 


S 25. Weitere Reduction der Producte P. Vollständig 
reducible Glieder. 


In den vorigen Paragraphen gingen wir von Producten P aus 
und haben sie auf einfachere Producte P, reducirt. Wenn P, keine 
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Normal-Form ist, dann können wir die Reduction fortsetzen. Bei 
diesem Verfahren können zwei Fälle eintreten: 

1. Wir gelangen zu Normal-Formen (Mutter-Formen). 

2. Wir gelangen schliesslich zu den Coeffieienten a,, d, (resp. 
zu, 1). 

In letzterem Falle heisst P ein vollständig reducibles Glied. 
Ein solches enthält von den Grössen a,, b, und von den Grössen 
Am, d„ nur je eine als Factor. Diese Eigenschaft besitzen auch alle 
Produete, welche bei der Reduction auftreten. 


$S 24. Zusammengesetzte Reductionen. 


In den $$ 17, 18 haben wir vier Arten von Reduetionen aus- 
geführt und jede derselben besonders behandelt. Nunmehr wollen 
wir sie zusammensetzen. Bei der Division von a, und a„ sowohl, 
als auch bei der Division von bu, und b„, sowie bei deren Potenzen, 
ist die Reihenfolge der Operationen gleichgültig. Sie bestehen in 
den vierten und zweiten resp. in den dritten und ersten Reductionen. 
Wir gehen nunmehr zu der Combination der ersten und vierten 
Reduction über. Wir wollen zuerst durch a,' und dann durch eine 
Potenz von b mit dem höchsten Index dividiren; es entsteht hierbei 
dasselbe Resultat, als wenn wir zuerst mit einer Potenz von b mit 
dem höchsten Index dividiren und sodann mit a,'. In jedem dieser 
Fälle entsteht aus dem Producte 


P=ata??... ad 9% I 
0 ri 189 n 
das Product 
a1 gqP2 ... qPu p21 992 Ei pe mtra 
0 rı ru 0 9—1 n— 5 


In derselben Weise können wir bei der Division mit 5)! und 
einer Potenz von a mit dem höchsten Index die Reihenfolge der 
Operationen vertauschen. Wie man auch Reductionen vornimmt, 
die Reihenfolge beeinflusst nicht das Resultat. Wir wollen sie in 
folgender Weise festsetzen. Zuerst dividiren wir abwechselnd durch 
Potenzen von solchen « und b, welche die höchsten Indices besitzen, 
d. h. wir führen die erste und zweite Reduction aus. Nachdem wir 
damit zu Ende gekommen sind, dividiren wir mit Potenzen von a, 
und d,; es ist die dritte und vierte Reduction. So gelangen wir 
entweder zu einer bestimmten Normal-Form oder zu einem ein- 
fachen Element «a, oder b, (resp. zu 1). In letzterem Falle war das 
Product vollständig reducibel. 

2 
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$ 25. Reduction von P auf eine Normal-Form. 


Das Product 
P= af! ar? Ir arı pH b?2 a br 
1108 u 1 89 sy? 
ws=pntPrt' tm n<at@t +9, lässt sich 
durch die erste und zweite Reduction auf Producte 


(56) art a2 -.. afu—rpi HR... Hunter tv.) 
ET nu—r 1 °%2 y—% 
und 
(57) aı a2 ... ar —»-ıPıtR+.. Hu )pA1H® ... pDr—a—1 
108 Yu—ir 02 2 y—a—1 
reduciren. | 
Diese Reduction kann so lange als 
(53) no»=g4t+@4+:'+9—-1, 
(59) sr —=pTtPpt HDi 


ist, fortgeführt werden; sie hört auf: 
1. wenn | 
(60) (era a6 Pt Pu» und 
G te + tpo>no>arertrtb-) 
2. wenn 
(61) Ta =htRt:'+%-,-ı und 
AtRt:" tm > HM Pace aa 
Hierbei ist 
(62) s=p tt 19) 
(63) <a trt@t HB; 
P besitzt den Factor b,; d. h. in einem seiner Factoren b tritt der 
höchste Index n auf. Wenn hingegen in einem der Factoren a 
von P der höchste Index m auftritt, so kann man die vorige Methode 
dadurch abändern, dass man a mit b vertauscht. 
Wenn bei der dritten: und vierten Art der Reduction von P, 
sy —=0,r,=#0 ist, so gelangt man zu Producten 


(64) an‘ ari+1 ET” N pEi+i1 9 


n+1 ti ruri +17 5? 
wo 
s=MmTtMmTt + %-ıl=ı 
(66) | 
91.08 An ur ges rn dr Ger 
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oder 
+2; _ıt+ +91 5% P; 2 % G-9 q 
(67) a, r u, Am Gr; b, an. N Be a ’ 
wo 
(68) re — 
5 = Pı —+- Pa + At + 9,1 BE 


GH tar tan <spr<m mt -:7tm: 


Wenn in P, rn =0, sı=0, so können ähnliche Resultate 
durch Vertauschung von a und 5b erzielt werden. Wenn im Laufe 
der Reduction die Indices und Exponenten eine der Formeln 


(70) FE dl Eau eh hen ma Zn <utRat" Fon, 


oder 

BR Bar re Pr << HP Hit HR 
befriedigen, so verschwindet in der Resultante der Coefficient von P. 
Analoge Formeln für das Verschwinden der Coefficienten finden wir 
im Falle, dass ,—+#n, ss #0, indem wir p mit q und r mit s 
vertauschen; sie lauten | 


Dr t en << m tr Hr: Mn, 
(3) tet: Fu--ı<na<mtRt +9: 


$ 26. Die Normal-Form (Mutter-Form), auf welche P reducirt wird. 


Die Producte P zerfallen in vier Classen je nach den Factoren 
Go, Do, Am; On, welche sie besitzen. 

Erste Classe: P besitzt die vier Factoren ao, do, Am; Dr, Ist 
also eine Normal-Form. 

Zweite Classe: P besitzt die beiden Factoren a,, db, und nur 
einen der Factoren a, b.. 

Dritte Classe: P besitzt die beiden Factoren a„, b„ und nur 
einen der Factoren a,, do. 

Vierte Classe: P besitzt nur einen der Factoren a,, d, und nur 
einen der Factoren a,„, db„. Bei den Producten der zweiten Classe 
wenden wir die erste und zweite Reduction an, und bei den Pro- 
ducten der dritten Classe die dritte und vierte Reduction. Die 
Producte der vierten Classe sind entweder vollständig reducibel oder 
lassen sich durch Zusammensetzung verschiedener Reductionen auf 
Normal-Formen zurückführen. Wir haben in dem vorigen Para- 


graphen die End-Formen angegeben, zu denen man bei Reduction 
2* 
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der Producte zweiter und dritter Classe gelangt. Für die Produete 
der vierten Classe lauten diese End-Formen: 

ge Hl, ... Pet ne Ppatı, 
(74) Nu,» Ye 11-0 ey, 3, et, 6 
wn=0, Y=u-+0, .=6, 5 —=v--6, und wo mindestens 
eine der Zahlen «, ß und mindestens eine der Zahlen y, ö ver- 
schwindet. N,.,, ist eine Normal-Form der Resultante R, ». 


S 27. Die Coefficienten bei Reductionen. 
p 


Die Coefficienten Onn=rj!rz--- m n\sllsl2...sln der Pro- 
ducte P= afla”?... aP«d?ıd°2...b° ]Jassen sich denselben Re- 
r rg zu Ss] sy Sy 


ductionen unterwerfen wie die P selbst. Bei ihnen aber sind sie 
nur formaler Art und ändern den Werth nicht. Die Om,n Ver- 
schwinden, wenn auch nur eine der Bedingungen (70), (71)... (75) 
von $ 25 erfüllt wird. Wir können allgemein schreiben 


A| Cmn = Cu»; 
| nen EU AST 
(75) a en le 


— —d 
Et N, 


wn=0 n=u-+t0, ,.=6, 5 —=v--6, und wo mindestens 
eine der Zahlen «, ß# und mindestens eine der Zahlen p, d verschwindet. 


VII. Ableitung. 


$ 28. Arten von Ableitungen. 


Wir haben in den $$ 17, 18 die Producte P auf einfachere 
Producte P, reducirt. Umgekehrt können wir von niederen Pro- 
ducten, P ausgehen und zu höheren Producten P, fortschreiten. 
Wir nennen diese P, Ableitungen von P; sie lassen sich im Sinne 
der $$ 17, 18 auf P reduciren. Der Coefficient von P in seiner 
Resultante R,,,. stimmt mit dem Coefficienten jeder Ableitung P, 
in ihrer (höheren) Resultante überein. Ebenso wie wir dort vier 
verschiedene Arten von Reductionen ausgeführt haben, so wollen 
wir nunmehr in den folgenden Paragraphen vier verschiedene Arten 
von Ableitungen herstellen. 
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$ 29. Erste und zweite Ableitung. Multiplication mit b, und qa,. 

Multiplieiren wir ein Product P= a, a,. m “ba his 0 

u v 

welches als Glied in einer Resultante R,,. auftritt, mit db, und qa„, 
so erhalten wir Producte b,P und a„P, welche Glieder von Re- 
sultanten Ry+1,n, Rm,n+ı sind. Dies folgt daraus, dass nach 
S. 2, 2) diejenigen Glieder dieser Resultanten, welche die Factoren 
Amı und b„+ı nicht enthalten, Glieder der Producte b, R„,„ und 
An Rnn,n sind. Multiplieiren wir weiter P mit db, und a„, so er- 
halten wir schliesslich Producte 


N. EHE HR 
(76) PR =a,a,, a,‘ DAR, b,”b, 
und 

en 4 Brage Pu nPn2ım?!a...n% 
(77) P,=a;,!a, a, DD b. br, 


welche in Resultanten R„+,,n, Rm,n-+» auftreten. Das Gewicht gı 
ändert sich hierbei entweder gar nicht oder wird um den Betrag 


von mp vermehrt. 


$ 30. Dritte und vierte Ableitung. Multiplication mit b, und a. 


Multiplieiren wir das Product mit b, oder a,, und vermehren 
wir gleichzeitig die Indices der a resp. db um 1, so entstehen 
Producte 


P1 P2 re: 192... 5% 
a q, rd b,, b,; b, ? 
1 je ... quad? en 
&, 4, Oi ®,, 0,110, +1 ARE 


welche Glieder von Resultanten Ryu+1,r2, Znm,n+ı sind. Dies folgt 
daraus, dass nach S. 2, 2) diejenigen Glieder der Resultanten R„-+1,n, 
Rn,n+ı, welche die Factoren a, bo nicht enthalten, Glieder von 
Producten by R,,, n, & Ihe sind. Durch Wiederholung dieses Pro- 
cesses gelangen wir nach und nach zu Producten 


wir Pi >| 97,91 722 .... h% 
(78) 2, —4,,, An 3b a ed, bb. b,’, 

AL. ER arı 21 12 Be Re NL 
(79) P,=«a, a,.q,, 2 b, 70 b, 38% v= er 


welche Glieder von Resultanten R„+7,n, Im,n+p sind. 
Diesesmal hat sich das Gewicht 9, entweder um .ng vermehrt 
oder nicht geändert. 
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$ 31. Multiplication mit irgend einer Combination der Potenzen 


In den zwei vorigen Paragraphen haben wir uns auf eine ein- 
zige Art der vier Operationen beschränkt. In jedem Falle blieb 
das Vorzeichen von P ungeändert. Bei der Multiplication mit Po- 
tenzen von b„ und a, bleibt das Gewicht g, ungeändert. 


Bei der Multiplication mit a, resp. db) nimmt das Gewicht gı 
um mp resp. ng zu. Hieraus folgt: Bei der Multiplication mit 


. . D . L- ” #1 hi hr 
irgend einer Combination der Potenzen a , ---@o , Dnj, "Da, , 


r1 P3 p 2.91 93 Ic n s 
tl ine Um» bo , bo ‚bo bleibt das Vorzeichen von P un- 


geändert; dagegen nimmt das Gewicht g, um die Summe 


mpı + mp + "+ Me Pe + MmqYı + N292e +" Node 


ZU. 


S 32. Beschränkung auf zwei Operationen. 


Wir haben das Product P von R„,„ mit Potenzen von ao, bo, 
Am, d„ multiplieirt und sind hierdurch zu Gliedern höherer Resul- 
tanten gelangt. Diese vier Operationen lassen sich auf einander 
zurückführen. In dem $ 20 haben wir die Differenz 


1 1 
ea Zn Dil ni * Oo a1 


untersucht. Sie war die Summe derjenigen Glieder X der Resul- 
tante Ru,n, welche den Factor a,b, enthalten. Machen wir die 
Voraussetzung, dass sie aus Gliedern J von höheren Resultanten 
durch Reduction entstehen, so gehören diese Reductionen der ersten 
oder zweiten Art an. Sind also die J durch Ableitung entstanden, 
so gehören diese Ableitungen der ersten oder zweiten Art an. Es 
findet Multiplieation mit b, oder a, statt. Im Speciellen wollen 
wir diese Processe mehrmals hinter einander ausführen und dabei 
abwechselnd mit der einen oder der anderen Potenz multipliciren, 
um ein vollständig redueibles Glied zu erhalten. Wir werden dieses 
im Folgenden des Näheren ausführen. 
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VIII. Vollständig redueible Glieder. 
8 33. Becurrenz-Formeln für vollständig redueible Glieder, 
Nach dem $ 20 sind 
Be dien In nn mi, Em,n— On Em-i,n — On Bmınaı 


die Summen aller derjenigen Glieder der Resultante R,,„, welche 
die Faetoren ayb, resp. 4md„ enthalten. Die Glieder der Resultante | 
Rn,n zerfallen in zwei Arten, je nachdem sie vollständig redueibel 
sind oder nicht. Die Summe der ersteren bezeichnen wir mit V,,., 
die der letzteren mit U„,„. Also hat man 


(80) Dmın —um,n + Une: 
| (81) > n— Rh re NE = Kam + IENE — bo Vort)r 
Saner bo I. — 09 ee —@ U . 


Dieser letztere Ausdruck giebt die Summe derjenigen Glieder der 
Resultante R,.,„. an, welche den Factor a,b, enthalten. Da kein voll- 
ständig reducibles Glied einer Resultante die beiden Factoren a,, by 
enthält (vgl. $ 23), so ıst 


1 1 
Es: Te bo Van we Gonna = 0, 


oder 

(82) Vn,n = en + an, Mas 
In ähnlicher Weise folgt 

(83) Verl Vnene Au Vmint- 


Die letzte dieser Formeln ergiebt sich auch aus der Theorie der 
reziproken Glieder (vgl. $ 10). Die Formeln (82), (83) lehren, dass 
alle vollständig reduciblen Glieder von höheren Resultanten gebildet 
werden können, indem man solche von niederen Resultanten mehr- 
mals und abwechselnd entweder mit Potenzen von au, du oder mit 
Potenzen von @„, b„ multiplicırt. 


S 534. Ableitungen von @. 


“ £ . e pı s 
Zunächst leiten wir aus a, eine Potenz u ab. Um zu weiteren 


Formeln zu gelangen, multiplieiren wir mit b,, resp. by. und erhalten 
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ag by, . Jetzt multiplieiren wir weiter mit Ds und erhalten ag" Gg, my - 
In dieser Weise fortfahrend, gelangen wir zu den Producten: 


v1 .237.24 P1 a 9 
Ag Ay dp: ; 0 O%gı Op, Da 2, 


21 P2 PD Po+1 1,9% q 
(84) Ro Un, Ugy-hag ‘ " May 4g9+:- +29 bp, Öpıtpg '* Op trat Do 


oder 


pi en q 
(85) m @, Ve sl bp, en wer bpp+ng+ ng 


Das Product (84) entstand aus einem früheren durch Multipli- 
cation mit ee und das Product (85) aus einem früheren 


durch Multiplication mit RR 


sS 35. Ableitungen von by. 


Wie wir in dem $ 34 mit a, verfahren haben, so leiten wir 
hier aus db, die Producte 


pı Pa p3 p 93 9o+1 
(86) Ag, Vo +92 On Fag-hag at ag+rag DO an ba: r Ort p+ rg 


?1 m 93 q 
(87) Ag, Ag tag" KR +99 bo. bp, ba 21 Öp-HDg+--+29—1 
ab. | 
Das Product (86) erhielten wir aus einem früheren durch Multi- 


plication mit rn und das Product (87) aus einem früheren 


dureh Multiplication mit EN 


S 36. Die Vorzeichen der Ableitungen von a, und bo. 
Nach dem $ 31 bleibt das Vorzeichen (— 1)’ von @ bei der 


Multiplieation mit irgend einer Combination der Potenzen a), bi 
ungeändert. 


In den $$ 34, 35 fingen wir mt G=(— 1). s by. oder 
— 1)'a ie bo an. 
Im ersten Falle ist © (vgl.$ 1) gleich Null, weil die Permutation 
D—= 1, 23,29, 0Dat I, pi 2 ag 


lautet und 9, = 0 ist; mithin ist das Vorzeichen der zwei ersten 
Arten von Auen immer (— 1 = +1. 
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Im zweiten Falle ist <= 2g,, weil die Permutation 


P—=A-H]1, A +2, die, 1,2, di 
lautet, d. h. die Anzahl der Derangements pıqı = gı ist; mithin ist 
‘das Vorzeichen der zwei letzten Arten von Ableitungen auch 


et: 


8 37. Übergang zu den vollständig reduciblen Gliedern von nr z 


Im $ 23 haben wir von vollständig reduciblen Gliedern ge- 
sprochen, nämlich von solchen, welche sich auf a, und by (resp. 1) 
reduciren lassen, also Ableitungen dieser Grössen sind. Sie sind in 
einer der vier Formen (vgl. $$ 34, 35) 


21 Pa P3 Po+1 91722 20 
a a N A tgat 40o um Opı+22 BL Dpi-thpg+: +29 l 
re du, 0, Age ; NEL: Du Re un De 
a De Beta big 
aa HN, Bl nt are er 


enthalten. It = (—1) "ara, “ ... a, Da b, RE je vollständig re- 
Var A ia v Oo 


ducibel, so stimmt sein Werth mit einer dieser vier Formen überein. 


$ 38. Die vollständig reduciblen Glieder der Resultante R,,.- 


Ist ein Glied G— (—1) aa: -- ar. bu bye -- bu, der Resul- 
tante R,„,„ vollständig reducibel, so bezeichnen wir es mit ©„,„ und 
erhalten dafür durch Vergleichung mit den vier Producten des $ 37 
die Form 


a. Pp1ı m a," | N M—T { 

(88) Umn — Ar, Org: ' bo" bp Öpitpa ' " Opatpgttpu; 
für das erste Product ist n—=(0, r, —=m, ı #0, s,=$n, 
„ „ zweite „ EL Ye 0, Fu - m, 51 — 0, HN, 
Pe rürikte. es AR 
ESEL, vierte » 9 -4= 0, TuS Me — ( 5, -h W. 


Die Indices und Exponenten dieses v,,„ lassen sich aus dem ersten 


Factor A= a,, dy, A. ar. berechnen; zu jedem A gehört ein und | 
nur ein vollständig reducibles Glied der Resultante R,,.- 
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Nach 8 7 fanden wir alle A aus den (# ” ") Combinationen 


zu n Elementen von den Zahlen OÖ, 1, --- m. Man erhält alle 
(" r e) vollständig reducible Glieder der Resultante R,,„ aus den 
Combinationen %1, #2, % der Zahlen O0, 1, .-- m 


$ 39. Die vollständig reduciblen Glieder der Resultante R%,. 


Wenn wir anstatt der Formen 
f= 0" — mi +. (— 1)” a 


o—=bi" + bat... 4b, 
die zwei Formen 
fe = AoX" ri ER ne u - (— 1)"0,..% 
Ps = dein + VPESE zur Sp Re Do+n 


zu Grunde legen und das Verfahren der $$ 35—38 anwenden, so 
gelangen wir zu dem vollständig reduciblen Gliede 


und 


und 


N r9 M— ru 


6 Pu „177311 
(89) On, — gr Abtrg: "dor, ba bo-+p, dotpıtpg‘' Dotpitpg+-: +24 


der Resultante R%,, der zwei Formen fe und 9. Es lässt sich 
nämlich auf a, oder b, (resp. auf 1) redueiren. 


$ 40. Die Summe der vollständig reduciblen Glieder. 


In dem $ 33 haben wir die Recurrenz-Formeln (82), (83) für 
die vollständig reduciblen Glieder der Resultante R,„,„ aufgestellt. 
Nach dem $ 38 sind die vollständig reduciblen Glieder von R,, 
in der Form 

pı P u _r in M—r, 
Umzm — Gr ing: Or do Day Ir Dre yng  Derra 2 
enthalten. Hieraus folgt die rest 
| Vin 7 SUm,n Se bo EN + % uni 
Er, b, Um —1,n + Om PP 1, 
welche uns drei Methoden zur Berechnung von V,„,„ liefert: 
. .. . Pier 

1. Wir können die (* ir :) A der Form art Ay, . @. (SS 7, 38) 
und aus ihnen die B durch die Formel 
(91) Beb be batm nf 
unmittelbar ableiten. 


(90) 
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2. und 3. Wir fangen mit den niedrigsten Formen an und 
gelangen nach und nach durch wiederholten Gebrauch der Recurrenz- 
Formeln (82), (83) zu allen höheren Formen. 


Als Beispiel wenden wir bei der Berechnung von V;,, die 
dritte Methode an, nämlich die Formel (83), 


Kor wen; On Umnssn 4 On lin art; 


wobei wir bemerken, dass V„,o—= bs, Vo,n—= au ist. Als Controlle 
der Berechnung wendet man die erste Methode an. Man hat die 
folgenden Resultate: 


VYıı = bi Vor + a Vo = Wbı + abo. 

1 = bhYıun +9 Von = bilmdı tab) + an —aobıi ta bobıtagbo. 

Y51 = bi Va + asVz0 —= aobı + arbobı + azbobı + azby. 

Yı1ı = bi Vs + Vo = bi + aubobı + asbobı + asbobı + ara. 

Y;.1ı = bi Var + a5V50 — abi + arbobi + azbobı + asbobı 
bir os). 
In ähnlicher Weise erhalten wır: 

V3,2 — aubobz + marbıbs + aoba + aoasbı + Aıaabobı + azbo. 

Y5,a = arbobz + aoaıbıba + aobz + Aoagbiba + arazbobıbs + azbabz 
ER nase 1 araslobı 1 asasbobı 1 asbı. 

V,,2 = aibobz + aoaıbıba + aobz + anasbıbz + Aıaebobıbs + azbobz 
AT rasasbibs + aıasbobıbs + Quasbabıbs + asbobs -s Anaabı 
I abobı Z.asarbadı Hasasdodı + azbe. 

Y;,: = asbobs + aaıbıbz + anbz + auasbibz + arasbobıbz + azbob: 
4 apazbıba + arazbobibs + agazbobıbs + asbobz + Maubıbs 
+ arazbobibs + asaubobibs + asa,bobıbs + asbobs + aoazbı 
+ mazbi + asazbobı + asazbobı + Auasbobı + asbn. 

V5,5 — wazbıbz + arazbobıbs + azbobs + arazbobab; + Aoaıazbıbabs 
4 agazbab; + arbobz + ayarbıbz + anaıbabs + aobz + arasbob; 
+ aparazbıbs + anazbz + Auazasbıbg + Aıazazbobıbs + a3 a5 obs 
-- avasbı + auazbobı + asazbobı + asbo. 
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V,; = aoazbıb; FE aıazbobıbz ı- azbob; + a1 Qagbobab; 5 Aoaı Qabı bab; 


+ avazb3bz; + aybobs + apaıbıbz + ayaıbabz; + Aobz + a1azbobabs 
+ ivayasbıbabs + agasbebz + Auazasbıbabz; + Aıazasbobıbab; 

+ azasbobsbz + ayazbıbs + arazbobıbs + asazbobıbs + azbobs 
+ ayay bob; + ayarasbıbe + agazbz + apasarbıbs + Arasaubobıbe 
+ aza,bobz + ayazarbıbs 4 arazasbobibs + agazazbobıbs 

+ osaybobs 4 marbı + uabıb; £ salbdı I mu 


V;,; —— Aoasbıb; = aıazbobıb; 5 a3 bob3 + a1 a3 bobab3 -- A901 Qabıbabz 


I agasbabs 4 arbobs 4 ayarbıbs £ ann babs 4 ob Pam 
+ ayarasbıbsbs + agasbabz + apasasbıbsbs + aragazbobıbab; 

+ azazbobabz; + ayazbıbs + arasbobıbs + asazbobıbs + azbob> 
+ aiaybobabs + ayarasbıbabs + agaybabs + Aoazabibabs 

+ arasaybobıbebz + azaubobzbz; + apasa,bıbabzs + Aıazazbobıbabs 
+ asazasbobıbabs + azasbobsbs + aasbıbs + araubobıb; 

=» Asaubobı bs Bi Asa, bobıbs =r aybobs er. a1 zbobz * A001 bıbz 
+ 000563 4 0030; bibz 1 aıtzazbobıbe I asasbobs 1 anQsanbıbs 
4 Az; bobıba — sd; 0; bobıba - ass bub> E= Qud4Q5 bi bs 

E= A dyGsbob1 bs 2 Asdyzbabıbs 2= As dydzbubı bs + AGs bobs 

+ ayazbı + ayazbobı + azasbabı + asazbobı + asazbobı + abo. 


2.27.39 91 472 2 213 272 
Vi — aazbobabı + A001 Q3b1 baby + aoazbabı + AoQa 3b baby 


+ auasasbobıbzbı + azasbobebı + aoazbıbı + arasbobıbı 

+ asazbobıbı + asbobı + ayasazbıbsbı + arasazbobıbzbı 

+ asasbobzbı + alazasbobsbzbı + anaıasazbıbabsbı 

-H aoasasbabsbı E= a a5bobab, En Andi azbıbab; E= 001 Q3bab3 by 
+ ayazb3bı + apazbıbı + arazbobıbi + asbobı + alasbobabı 
+ aayazbıbsbi + mazbebi + arasbobsbi + aoaiaabıbsbi 

+ apaıasbabsbi + ayasbabı + arbobi + aarbıbı + aoarbeb, 
a a9a, bb} + aobı + apasaubıb; + ar asaybobıb; + a>a,bob; 
+ arasaybobsb; n= A001 da ybıbab; + @oGsaubabz; + araubobz 


2 3 2 3 3 4 2 2 
+ Aodıdabıbz + Aaudı dsbabz 4- dodaıbz + a1 A3A41bobabz 


V5,4 
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= AodıQlzaubıbabs En Aodzaybebs - Aydo dia a, bıDabs 

+ aıQ9Q3Aa4bobıbabs + A>saubababs ._ Adzaubıbs 4 Aıazaubobıbs 
+ azazasbobıbs + azaybobs + ayaubob: + maraubıbs + anaub; 
na aa he aa 

+ arasazbobibs + asasarbobıbs + asarbobs + aaybı + ararbobı 
n= Asarbobı 4 Asa, bob, E- aıbo. 

— aazbobabi + aoarasbıbsbi + aasb2bi + anasazbıb>b, 

+ arasasbobıbebi + asazbobsbi + mazbibı + mazbobibı 

+ azazbobıbı + azbobı + aoazazbıbsbi + a1azazbobıbsb: 

+ azazbobsbı + arasazbobsbzbi + aaıasasbıbsbsb, 

0 Qabebsbı 1 arasbobsbı 1 aoarasbıbsbı 1 Ayaıaabebabı 

+ aazb3bı 4 mazbıbı + ara3bobıbı + asbobı + arazbobeb: 

1 Aydı asbıbab; 4 asasbsb; = Aasbob3b: + Auaıasbıbsb, 

- aodı aababsb, e= auasb3b, 4 aıbobi - ayarbıbz Enz aoaıbabı 

+ asaıbabi 4 aob: - Ayasasbibsb; + aıa5Q4bobıbabı 

+ aza,bobabs + arasasbobabzbsı + aoaıaaaubıbabzb; 

+ asasaybobzbı + araubobsbı + marasbıbabı + apaıaubabzb, 
enalbsbı aıazaubobebsbı + aarazasbıbsbsbı + anasaub:bzbs 
-1- Ay@aQ3a4bıbabzb4 + Aıdsazaybobıbabsbı + A>Qsa4bobabsb4 

+ aasazbıbsbı + arazaubobibsbs 4 asaza,bobıbsbı + azaybobzbı 
— ar asbobabı + aoaıasbıbsbs nu anaubebı -- Ayasaıbıbabs 

+ arasasbobıbebı + azarbobeb; + aasaabıbabı + aıazaubobıbabı 
+ Asdzaabobı baby ne azarbe baby 4- aaybıb, + aıazbobib; 

-- asa,babıby n- asa,babıbı — asbobs = Aud2a,bib; 

+ arazazbobıbs + asazbobs + aiagazbobabz + Aoaıaaazbıbab; 

I anQsasbebs + ala,bnds 1 aocıasbıbs 4 aoaıazbebs 1 anasbs 
+ ayazazbobab; + aoaıa3a5bıb3b; + aoazQasb2bz + Audsazazbibab; 
+ araza5Qa;bobıbsbs + asazazbobsbs + anazazbıbs + arazazbobib; 
en acbalıbs-t.ds0sbee ar dyazbobzbz + anaıauazbıbzb; 


2 4 212 2 
+ aaazbab; + Wasarazbibgb; + Qrasarazbobıbabz 
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+ azayazbobebs + ayazazazbibsbz + arasazazbobıbabs 

+ AsazQasazbobıbabz + azasazbobabs + anazazbibs + arazasbob; bs 
+ asmasbobıbs + A304 a5bobıbs + aazbobs + alazbob> 

- Aoa,asbıby + aazb: - Audsasbıb; E= Aıasazbobıb: 4 a.asbub} 
+ apazasbıbs + aazazbobıbs + asazazbobıbz + azazbubs 

+ Aoasasbibs u Aıayasbobr bs u Asayazbabıbs 4 Asdıazb" bıbs 

+ asazbobs + mazbı + auazbobi + asazbobı + azazbobı 

E— Quarz bobı + sr 


$ 41. Die vollständig reduciblen Glieder 
einer Resultante R„“ ,,n-o- 


In dem $ 39 haben wir als Ausdruck des vollständig redu- 
eiblen Gliedes einer Resultante R%,„ die Form 

BR A Qp dry Fächrg 31. N@en, Do Brcneı Door 
entwickelt. 

Da die Buchstaben m, n, 0, 6 irgendwelche von einander un- 
abhängige Werthe annehmen können, welche den Formeln m > 0, 
n>0 genügen, so dürfen wir m, n durch m — 0, n — 6(>0) 
ersetzen und gelangen so zu den Formeln 


@ [0] 
Um—og,n—o 
(92) Pj Pu ol MEER SACHE Bean, eur 
— At ""0+r,00 Ia+p Patpı+r3 o+Hp+pa+ +24) 


wo M+tP-t:':+2.=n—0o. Die Summe RD ; aller 
dieser Glieder ıst durch die Formel 


(93) ZU gg ee 
gegeben. 


IX. Erweiterte Ableitung. 


$ 42. Weitere Ableitungen erster und zweiter Art von P. 
In dem $ 29 gingen wir von einem Producte 
P=@,@, bu +: bu 


der Resultante R,,„ aus und leiteten daraus durch Multiplieation 
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mit Potenzen von a„ oder b„ Producte höherer Resultanten ab. 
Jetzt werden wir das Resultat von abwechselnder und beliebig fort- 
gesetzter Multiplication mit Potenzen von solchen a und b betrachten, 
welche die höchsten Indices immer haben. Nach dem $ 31 bleibt 
das Vorzeichen von P ungeändert. Durch die Ableitungs-Weise ist 
es weiter klar, dass alle diese Ableitungen von P durch Multipli- 
cation aus P, multiplieirt mit einem vollständig reduciblen Gliede 
der Form (92) ($ 41) bestehen. Wenn wir nämlich die Ableitung 
mit Ay,v, P mit P,„,n bezeichnen, so erhalten wir ein Product der 
Resultante Ry,v, 

(94) Ay n= Pin en; wi 


Nach $ 41 lässt sich vun, u. auf a, oder b„ (resp. auf 1) re- 
dueiren. Hieraus folgt, dass die Summe aller Producte der Re- 
sultante R,,„, welche in dieser Weise aus dem Producte P,„,, einer 
niederen Resultante A, , abgeleitet werden können, durch die Formel 


(95) Bene Eh, „Von 


gegeben ist. Wenn P,,, eine Normal-Form ist, so enthält A,„,. 
den Factor a, bo. 


$S 435. Weitere Ableitungen dritter und vierter Art von P. 


In ähnlicher Weise, wie wir in dem vorigen Paragraphen ver- 
fahren haben, können wir zu Ableitungen A„,. von P,,, dadurch 
gelangen, dals wir abwechselnd mit Potenzen von a, und db, multi- 
plieiren, und gleichzeitig die Indices der b resp. a um m — u 
resp. na — v vermehren. So erhalten wir 


(96) Ann Um—u,n—v Ba: ER 
(vgl. $ 33). 

Zugleich ist die Summe aller Producte der Resultante R,,., 
welche in dieser Weise aus P,,, einer niederen Resultante A,,, ab- 
geleitet werden können, durch die Formel 


(97) I Am,n $wr FUm—u, NEE IE N m Van, RR Pan nt 
gegeben. Wenn P,,, eine Normal-Form ist, so enthält A„,„ den 
Factor ab». 

$ 44. Zusammengesetzte Ableitungen. 


Bis hierher haben wir Ableitungen der ersten und zweiten oder 
der dritten und vierten Art zusammengesetzt. Jetzt werden wir 
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irgend eine Combination aller vier Ableitungen untersuchen. Wir. 
beziehen uns hierbei auf die in dem $ 24 aufgestellten Sätze über 
zusammengesetzte BReductionen.. Sie behalten ihre Geltung, wenn 
wir Reduction, Division, Verminderung der Indices durch Ableitung, 
Multiplication, Vermehrung ersetzen. Die Reihenfolge, in welcher 
man Ableitungen vornimmt, beeinflusst nicht das Resultat. Wir 
setzen diese Reihenfolge der Art fest, dass wir zuerst mit Potenzen 
von a, und b, abwechselnd, und dann mit Potenzen von solchen 
a und b, welche die höchsten Indices besitzen, multiplieiren, d. h. 
wir führen zuerst die dritte und vierte Ableitung und sodann die 
erste und zweite Ableitung aus. 


$S 45. Zusammengesetzte Ableitungen von Producten Po 
einer Resultante AR,,»- 


Im $ 44 multiplicirten wir P,„,, abwechselnd mit Potenzen von 
Gy, du. Der so erhaltene Factor ist nach seiner Bildungsweise und 
nach dem $ 23 vollständig reducibel. Wir bezeichnen ihn mit v,, o. 
Zugleich sind hierbei die Indices der a resp. b von P,,, um eo resp. 6 
vermehrt ‚worden (vgl. $ 30). Also ist die Ableitung %,.P%,3. 
Multiplieiren wir sie abwechselnd mit Potenzen von Üoefficienten 
a und b, welche die höchsten Indices besitzen, so gelangen wir nach 
und nach (vgl. $ 42) zu der Ableitung 


o Js Vete (8 
(98) An Ye PE SUR UI NE TEEE 


Die Summe aller Produete der Resultante R,,„, welche durch 
zusammengesetzte Ableitungen aus P,,, einer niederen Resultante 
R,.,, entstehen, ist durch die Formel 


[0] oO 
(99) BA n = IB 4 ID, Dar aa ze Pi y V,, oO ve Me 


gegeben. Wenn die Werthe 0, 6, m — u— 0, n—v— 6>0 sind, 
dann enthält An,„ je einen der Factoren ao, bo, und je einen der 
Factoren an, n- | 


$ 46. Sämmtliche Ableitungen von allen Resultanten Ass 
welche den Factor a,b, enthalten. 


Nach dem $ 42 ist eN., » VnmZu,n—, die Summe aller Producte 
der Resultante R,„,„, welche den Factor «5, enthalten, und aus 
der Normal-Form N,.,,, der Resultante R,,, abgeleitet sind, wo e 
der zusammengesetzte Coefficient von N.,, ist. Sind Ni, Ns, N, 
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die Normal-Formen der Resultante R,,,, Ci, €, :*- C, Ihre Üoeffi- 
cienten, und W,»,=GNı + @Na + :--—+ c,N, ihre Summe, so 
ist (aN +@Ns +: -+ N, Ymnlu,n» = Wu» Vmlu,n, die 
Summe aller Producte der Resultante R,,„, welche den Factor ao bo 
enthalten und aus den Normal-Formen der Resultante R,,, abge- 
leitet sind. Also ist die Summe aller solchen Producte der Re- 
sultante R,,„, welche aus allen Normal-Formen aller Resultanten 
R.,, niederer Ordnung abgeleitet werden können, durch die Formel 


(100) way 


gegeben. Die Producte in (100) enthalten nur einen der Factoren 
N 


$ 47. Sämmtliche Ableitungen von allen Resultanten R, , 
mit dem Factor a„b,. 


In ähnlicher Weise finden wir als Ausdruck für die Summe 
aller Producte der Resultante R,,„ mit dem Factor a„db,„, welche 
aus allen Normal-Formen aller Resultanten R,,, niederer Ordnung 
abgeleitet werden können, die Formel 


(101) DEN Rn 


Dies folgt aus dem $ 43. Danach ist e N”, Vm-u,n—r 
die Summe aller Producte der Resultante R,„,„, welche Ableitungen 
aus einer einzigen Normal-Form N,,, der Resultante R,,, sind. 
Ferner ist W"" "5" Vn—u,n—, die Summe der Producte von R,,n, 
welche Ableitungen aller Normal-Formen von R,,, sind. Die Pro- 
ducte in (101) enthalten nur einen der Factoren a,, d,. (101) ist 
reziprok zu (100). 


$ 48. Sämmtliche Ableitungen aller Resultanten R,,, mit je 
einem der Factoren a,, du, und je einem der Factoren qa„, b.. 
Hier legen wir den $ 45 zu Grunde. Wenn R,,, von niederer 
Ordnung als Rn,» ist*), so ist cN$5 Vo Vn-ur n,t5 die 
Summe aller Producte von R,„,„, welche Ableitungen aus der Normal- 
Form N,„,, von R,,, sind; WR,% Vo,0 Vn_k 8,2325 ist die Summe 
aller Producte von R„,„, welche Ableitungen aus allen Normal- 
Formen von R,,, sind, und endlich ist 


*) Hierbei ist u > 2, v» > 2. 
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(102) ZU WN UV Ve „ce 

die Summe aller Producte von R,„,„, welche Ableitungen aus allen 
Normal-Formen von allen Resultanten R,,, niederer Ordnung sind. 
Die Producte in (102) stimmen in so weit mit vollständig reduciblen 
Gliedern überein, dafs sie je einen der Factoren a,, b, und je einen 
der Factoren a,„, b„ enthalten. 


X. Entwickelungs-Formel für R,,.. 


$ 49. Die Summe der Glieder der Resultante R,,„. 


Jetzt sind wir im Stande, eine Formel für die Summe der Glieder 
von Rn,„n zu geben. Diese Glieder zerfallen in fünf (sich aus- 
. schliessende) Classen: ° 

1. Die vollständig reduciblen Glieder, deren Summe V,,,„ ist. 

2. Die Normal-Formen. Ihre Summe ist W,n- 

3. Glieder, die nicht vollständig reducibel sind, aber je einen 
der Factoren a,, bu und je einen der Factoren a, b„ enthalten. 
Nach $ 48 ist ihre Summe 3 W857, 0 Vm_u8 „327. 

4. Glieder, die den Factor ao, ZN aber nur einen der Faetoren 
nn enkhaltan Nach dem 8 46 ist ihre Summe ZW,» Vmlu,n»- 

5. Glieder, die den Factor a„b„, aber nur einen der Factoren ao, bo 
enthalten. Nach dem $ 47 ist ihre Summe ZW" "s Vm-u, nr: 

Durch Addition aller fünf Classen gelangen wir zu der Formel 


In, Wan WE Ve Vin ne 


0a)" 
+2W,, Vi Be ee DAWN aD, FE 


$ 50. Zusammenziehung der Formel für R,,.. 


Wenn wir die Einschränkungen in der Ableitung der Formel (103) 
weglassen und annehmen, dass Y5,o= Wb,o=1 ist, so können 
wir sie so schreiben: 


(104) Ben — SID Sy nes cr ee 
Sie enthält alle in dem $ 49 fünf erwähnten Classen. 


Dir er Er erhält man das V,„,„ der Classe 1. 


>; Für 7 S% EN erhält man das W..,„ der Classe 2. 
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3. Für ns ; 2 a; erhält man das 2 W%,% V,,o m RER ER der Classe 3. 


4. Für . erhält man das 2W, , Vn“u,n-, der Classe 4. 


= m — = m 
5. Für ® ie ER erhält man das 2 W"r BER der Oldssed, 
c- en —v,vı—_n d rei 


Fügen wir die Summations-Grenzen hinzu, so lautet die Formel (104) 


2 

l 
oO 

DE 

I 
40 

Ss 

| 

2 

=) 


En, = f(w, v,0,6) 
(105) Ts 


u 
vn u=mo—=v—20=u—2 
+ > Bibi v,0,0), 
v=2 u=2 0=0 0e=0 

wer, v,0,0) das Produch" Ym-u.n—rPe,o Wuto,n—a bedeutet. 

Diese Formel ist eine Entwickelungs-Formel zur Berechnung 
von Rn,n. Um sie zu gebrauchen, rechnet man die sämmtlichen 
Normal-Formen aller Resultanten bis zu der Resultante R,„,. mit 
ihren Coefficienten. aus. 


$ 51. Bildung von Normal-Formen. 


Um zu den Normal-Formen zu gelangen, bilden wir 


A = 094y, °** Ay,_ 4 Im 


und lassen die Indices ganze beliebige Werthe zwischen 0 und m 
durchlaufen, bei denen mindestens eine OÖ und einem vorkommt. 
Die Indices der b in 5 berechnen wir aus der Diophantischen Gleichung 


(106) Ktkt+ + m=g—mn—g, 
von der wir nur solche Lösungen benützen, bei denen Aı—=0, A,=n ist. 
Jedem A entspricht ein reziprokes A’, dessen Gewicht gg = mn — gı 


und bilden 


die entsprechenden Normal-Formen, so kann man die übrigen als 
reziproke aufstellen. Die so entstehenden Producte liefern nicht 
immer Glieder der Resultante R,„,„; um solche zu erhalten, müssen 
wir eine besondere Auswahl treffen (vgl. S$ 4, 15); um zu ihr zu 
gelangen, werden wir in den späteren Paragraphen die Eigenschaft 
der Resultante R,,,. benützen, sich nicht zu ändern, wenn man f 


durch f+ Ag ersetzt (m >.n). 


. . er . ZIMW 
ist. Rechnen wir also alle Lösungen, bei denen gı < m 


Si 
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XI. Relationen zwischen den Coefficienten in R,,.. 


$ 52. Die Anwendung des Aronhold’schen Processes auf die 


s Resultante. 

Wenn die Formeln 
(107) m+tmH+'+m=n, 
(108) o ++ mM=m, 


(109) pı + 2p2 +: + Mmpn + 4 + 29 +: + ng, = mn 


bestehen, dann kann man das Product P des $ 14 so schreiben: 
(110) Para as 0 Dh be en 


Hierbei ist die Bedeutung der p und q ein wenig geändert. Zugleich 
ist R,„n ein Aggregat von Producten P, 


(111) In, n=aPı ta Pı +: +cP. 
wo 
(112) c—= 0m jr1 922... m’m|Ow 14928... mr, 


ist. Wendet man den Aronhold’schen Process 
0 0 
era meh bag 


auf R„,„ an, so erhalten wir 


(113) IRB OPT nn 


wo 


o/= N, a 
(114) a 


-5' (N p,a7t ar afı ... amp, Ro Dit... Di 


ist. OR ist ein Aggregat von Gliedern Qı, Qe, :: Q,, Produeten 
der a der (n» — 1)" Ordnung und der b der (m + 1)" Ordnung; 
die d sind die zusammengesetzten Coeffiecienten der @: 


(115) IR=EHMt+hGL+- 50; 


da $R identisch verschwindet (Combinante), so bestehen diese Re- 
lationen: 


(116) a=0,h=0,::.,—0. 
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$ 53. Die Producte Q, und P,. Formel für d,. 
Nach $ 52 hat @, die Form 
(117) 66 u: RR a,‘ ran am ri b,! a De & 
vom Gewicht mn, wo die Summe der r, n—1, die der s, m +1 
ist. Es ıst aus Producten 
P= as? ar! Er u. qm ol! ba b22... bin 
durch Deltairen entstanden. Da dieser Process die Anzahl der «a 


um 1 vermindert, und die der b um 1 vermehrt, so ging Q, aus 
Producten P, der Form 


rn .r r.+1 r 8 8 s—1 8 
aa. ut Varmpopt. po t...pm 


wo Ss, >0, hervor. 
Deltairen wir P,, so erhalten wir als einen Beitrag zu d, 


(119) 2 - 1) >= ME. ln EN RL OR I ann Mi 


Die Summe. aller dieser Beiträge verschwindet; sie ist 





: 
0011... nr—0, 





(120) d Ir (+1) >xR00 1"... mm 


Hierbei kommen nur Üoefficienten, bei denen s, > O ist, vor. 


$ 54. Uebersetzung der Formeln für Q,, P, und d, in die 
frühere Bezeichnungs-Weise, 


Nehmen wir @, in der Form an 


zt % #3 #y 
(121) = a. 1 aba EN 
wo 
(122) mntm+' tu =n—1, 
(123) u tet. +, =m-+l1l, 
2 a zn _n DPRET* ERS HAE FM 
2) PD — aan an. add it De 


ist, so wird die Formel (120) 
i=v 


(125) DAN" a+)xagl" OERET O1ar2...0r2"...0% BEN, 


wo c,; der Exponent von 6, in dem Ausdruck 07! 02? ---0”“, und 
der Coefficient, bei dem %, = 0 ist, verschwindet. 
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XII. Reduetions-Formel für die Coeflieienten der Normal-Formen. 


$ 55. Relationen für die Indices des Productes ®. 
Nach der Formel (41) ($ 16) können wir das Normal-Product P 


in der früheren Bezeichnungs-Weise 
P 2 ar! ar? ee arı p!1 b?2 ee bh’ 
0 rg m. .0 sg N 
schreiben. 


Durch Deltairen erhalten wir ein Aggregat von Producten; das 
erste Product 


a 1 5 
(126) Pant ar... abet gm... hi 
hat den Coefficienten 
(127) a la LT Fa 5 : 
Wenn wir das Product 

BE a * ee 
(128) Ne a % Ba bi | b,, 
in der Form afı" VE U a b7?... b’’ schreiben, so ist 
(129) 93%), 03 7/13, 7270, A 
(130) el, =, y —=N, 
(131) nu=pm—1, N —=P,''UWu=Pu, 
(132) A=dı TI, 8 —=0,:..% 0b, 


$ 56. Die Formel (125). 
Nach den Formeln (126)... (132) wird die Formel (125) 


2, x 0r?3: m’ 09? in 


133 = 
( ) ae 1) arte HI), nEicz: 72 m’ | tor rtm..e 


wo c; der Exponent von s, in dem Ausdruck 017! 22... mh io 
Dies ist eine Recursions-Formel; sie dient zur Bor scn des 


Coefficienten der Normal-Form ay!a/? --- ad“ bb"... 5% aus 
rg m 0 89 N 
früher berechneten Coefficienten einfacherer Formen. In ihr ist jeder 


Coeffieient auf der rechten Seite auf eine einfachste Form nach dem 
S 27 zu reduciren. 
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XII. Anwendung der Waring’schen Formel. 


$ 57. Die Resultante R,,. durch symmetrische Functionen 
ausgedrückt. 


Die Resultante R,„,„ hat den Werth 
2. - CN Ea ah re N”e,) 
(134) Eu Ne) 
:(@, "—aß" + PER (—1)"a,), 
wo die ß die Wurzeln von p sind. In ihr ist 
(135) (2 1 a b“ zB ßz? ve B*r 


der Coefficient von Am—x; Im—xg ** * Am—xy: In dem letzteren Aus- 
druck bezeichnen wir den Coefficienten des Productes 


An ‚444 1 
2 2 2 2 i 001 I eh Wi 
Dar mit } 


N % Ko IE %, 
Er stimmt mit dem Coefficienten 


ig 1A 94 A 
m — KM — Ka: m — %n | 070 141 92 Te 


er 2a 
des Productes  @n_,, mx, °* " Am—x, da di" db," In Em,n bis 
zum Vorzeichen überein: | | 
Aa TREE 2 
M— HM — Ha.» m — % | 07° 171 22 eg 


N 


Ag „Ay „1 4 
Eee Pa Ko 
= (— ) 0% Ya % . 


$ 58. Der specielle Coefficient m — 9 m | or 1 dr... min. 


Wir wollen den besonderen Fall untersuchen, wo in dem 
19 44.94 A 
Coefficienten m — %ı m— #9: m — x, | 0% 141 2% NT, —=gI 
%=4=''—=m—=0 ist. In ihm wird 
Lat #9) % EN 9 
zPß, ß, Br äß, 


20 h en 2 
— HM — HM — | 1. nr — m—g m" 10% 11...nr 


1 ae I Sue 
S 7 ) 0m g i 


(137) 1° 


40 XIH. Anwendung der Waring’schen Formel. 


Nun lautet die Waring’sche Formel 





9 9 ”0 (9 )! 0 1% %n 
(138) 0, (-1)9 I — 1) en do Aı Ga Be: 
wo s, die Potenzsumme 3«j der Wurzeln der Gleichung 
Hart mir ta 
bedeutet. Aus ihr erhalten wir die Formeln 
Ag „21 „42 4 1, 
VE ir Ao—m ee )! 
(139) ai =) = (—1) Ina 
n— 2 An Ann m— Aıh—1)! 
140) mm | rt RTL, 
und fürg=m 
n—1| 2 7, m(m — A, — 1)! 
u mt rt 2442, M(ytAgt HA, — 2)! 
a Meer 
$ 59. Die Coefficienten der N ormal-Formen von An,2- 
Wenn wir in der Formel (141) n=2 setzen, so erhalten wir 
A l, — 1)! 
(142) Om|or 1 9% — (— pm at —N, 


A! A! 


Hierdurch sind wir im Stande, mittels der Formeln (105), (142) 
eine End-Formel zur Berechnung der Coefficienten der Normal- 
Formen der Resultante R,„,» abzuleiten. 


$ 60. Die Resultante R„,>. 
Ist n= 2, so wird die Formel (105) 


u=mg=u—2 
si (143) Bas m s-hiD >, Va We 
u=2 


00 


Nach $ 38 und $ 40 ist 


” | mM —X9 
Vna = > Un. = > (x, dx, Do bi: bs ; 


m 0 ım 
Vn,0o — bo ’ also V,o =— bo . 
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Nach der Formel (142) ist 
Wo >08 et 2? x aa. bo bi 
fi An AA 
Er e Re) a En bo bi b2 


Tragen wir diese Werthe in (143) ein, so erhalten wir 


Rn 2a = a DE bsopns 
(144) ee 5 4 +4 An, /ı ,1 
+2, ># 32 Di 1). (e- ee. ra Er % AgQybo bi be, 
u=2 0= 
wo 
+ 2h=u—0,h=0, 
oder 


Be = (ig Im by -H Iodm—i bad, -F (dı Am— 2 nbRnehe - Br 
(145) DT Lats ii Danube lit --- 


—v—ı—1)! v 1—y— m+i—u 
red (a Sue nen! ee 


wo 
MmZ2m>_m20, A=I, u—v— 24 >20, m>u—2>v>0 


ist. 


XIV. Berechnung von allgemeinen Resultanten. 


$ 61. Berechnung der Formen und ihrer Coefficienten. 


In dem $ 40 haben wir eine Methode zur Berechnung aller 
vollständig reduciblen Glieder angegeben, wenn man von niedrigeren 
zu höheren Resultanten R„,„ fortschreitet. Die vollständig redu- 
ciblen Glieder haben den Coeffieienten 1 ($$ 36, 38). Nach der in 
dem $ 50 gegebenen Methode bilden wir die sämmtlichen Normal- 
Producte der betreffenden Resultanten. Bei der Berechnung ist es 
vortheilhaft, die Normal-Formen einer Resultante nach ihrem Ge- 
wicht gı in Olassen einzutheilen. Dieses Gewicht gı ist > m. Da 
die Zahlen m und %» unter den Indices der Normal-Formen immer 
vorkommen, so können wir weiter diese Classen (9 —m, mn —1—n) 
charakterisiren. Hierbei ist es auch möglich, dass eine Classe fehlt, 


42 XIV. Berechnung von allgemeinen Resultanten. 


weil die zugehörige Gleichung (106) keine ihr entsprechende Lösung 
besitzt. Wir bestimmen die Coefficienten der Normal-Formen 


21.23 Pu1N172%2 9y 
Ag Apy + Am Do Das * + + Du 


der Resultante R,„,„ durch die Formel (133) 


21,728 p 1 _ 9 q 
pxXx0 rn m *|o SM. 


AV 


gr > ( 1 44 +9) x 8 OR ... m |stottse. mr 
rer 


’ 


wo für s,,n zu setzen, m>n, und jeder Coeffiecient auf seine ein- 
fachste Form zu reduciren ist. 


$S 62. Beispiele zur Berechnung der Coefficienten. 
1. Insbesondere liefert die Formel (142) 


ler (A+%—1)! 


Ag „Ai .i 
0m 172-1) mi 


die Coeffieienten der Normal-Formen von Resultanten R„,s, z. B.: 


m=2,n=2 


0! 
0202 = (- 2. =—2. 
m=3,n=2 | 
1! 


In ähnlicher Weise erhalten wir: 


m—4.n=2 | 
04 0172 = — 4, 
04 |0°2? — — 2. 
m=5,n=2 
05 10°129 — 75, 
051012 = —5. 
2. Im Allgemeinen fängt man mit 02|02 an. Nach (133) er- 
halten wir 02,02 = — 2x 2200 = — 2x10=—2. Zunächst 


bereehnet man 
08,012=13]02 — 301 = 02]|2 —10=—2—1=-3. 


* 


X1V. Berechnung von allgemeinen Resultanten. 43 
Für m=3,n=35 gibt es vier Formen: 
0,3 023 | 03%, 
1,2 .013[023, 
2,1 023/013, 
2.0 2.037.023. 
Man sieht, dass sowohl die erste und vierte, als auch die zweite 


und dritte reziprok sind. Da reziproke Coeffiecienten einander gleich 
sind, benützt man diese Eigenschaft als Controlle Hier haben wir: 


0131023=—213/0°3-+2%x313|02—=—012103-+2>02|02=3—4—=—1, 
023 013= 123/03-+2>x3231071= 012|03+2>x011=—35-+2=—1, 
02093 =3x<30°’—-3x<1|0=3, 
2x03|0°?—=2x03°|03—=2Xx35, 
also ist 

03103? —3. 


Als Folgerung unserer Bezeichnung, wo f mit wechselndem und 
p mit positivem Vorzeichen geschrieben ist, haben wir 





?ı 29 p 41.9 q 1 3 q ?rı 23 p 
(146) 0 Y3 m" | 0 52 en —( $3 ...Nn |0 Y3 um. 


In jedem Ausdruck beziehen sich die Indices und Exponenten 
auf der linken Seite des Striches auf die a, diejenigen rechts auf 
die b. Für n> m gebrauchen wir die zweite Form. 


Für m=4, n=3 giebt es acht Formen. Wir geben nur 
Resultate: 


024 0232 — _4, 024013 — 4, 
014/012 — 5, 0341013 — — 1, 
014|0283 — — 1, 034093 — 5, 
02403? — — 3, 042013 — 4. 
m—=5,n=3 (16 Formen) 
025 [013° — 052 |0%2%3 = —5, 015|023 — 045|013 — — 1, 
025 |0223? — 052 |013 — 5, 025|023? — 035 | 013? — — 7, 


015|023° —= 045|03: = —3, 025|0123 — 035 |0133— 6, 
015|0123? = 045|0°123= 7, 025|0123? — 035023 —= 3. 


> 


44 XIV. Berechnung von allgemeinen Resultanten. 
m=4,n=4 (29 Formen) 
0,8 04 |0# ° — —4. 5,3 02341034 = — 2, 
1,7 014 |? = 1. 0234|0124—= 8, 
2,6 024:]024? — 2, 014? |034 = — 5, 
0224 |0354 = 2, 014? 10124 = — 2. 
01%4 |024 —= 2, 6,2 84 014 = —1, 
01%4 |054 —= — 1. 03%4 |0%24 = 2, 
3,5 034 |0234 —= — 2, 024? |014 = 2, 
0234 [014° —= — 5, 024? |024 — 2. 
012410234 = 8, 1,1 0342. 034 
01241014 = — 2. 8,0 02 |04 —= —4. 
4,4 04 014 = — 8, 
01341024 = 0, 
024? 1024 — — 4, 
013410134 —= 10, 
DAR) DIAS ab: 
02%4 |024 —= 4, 
02%4 |04? — — 4, 
024 |014 = 0, 
0134104 —= — 8. 
m=5d,n=4 (13 Formen) 
ikık 3,8 4,7 
05 1054 = — 5. . 0125024? = — 4 015/034 = 5, 
1,10 0125/0234 = 11, 0135| — 2 
0215 |024#° —=— 6, 0125/0134 = —10, 0135|0124° = — 2, 
0215 [0342 = — 1. 0125|04° —= 38, 01351084 —— 6, 
2,9 02351024? =. 8, 025|054 — ©, 
015 1014 .=— 7, 03510234 = — -9,. 022510234 —= 6, 
0135 |084 —=— 1, 035|0134?—= 1, 0235 [0124 = — 6, 
015 032? —=- 3, 050 = — 4 0295084 —=— 1, 
D25 014° mn, 0°45 |0134 = — 13, 
0225.03 — IN W, 0245 10234 = — 3, 
0?25 |0234? — — 4. 0245 10124? —= 72; 
0245 10342 —= 11. 
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5,6 6,5 7,4 
01451012 —— 8, 0153012 — 11, 0302 —— A, 
0145101234 — 0, 013024 —- 2, MONA — 1, 
01451024 = 0, 01520124 =— 3, 025 014 —— 9, 
014510242 — 4, 015°|01834 ——13, 025°|094 — 58, 
01451084 —— 8, 085 [014 —— 1, 0385| — 8, 
0235|0122 — 1, 035 |0%234 —— 6, 0345|07134 — — 10, 
0235101234 — 5, 0350124 — 6, 0385| 4 — 11, 
0235|024 — 4 0851014 — 0, DPA N 42 
023510242 ——12, 0245|014 — — 6, 8,3 
0235034 — 1, 02450234 —— 2, 035? |0124 —— 4, 
0252 [0142 — 5, 02450124 — 2, 0385014 — 2, 
0252 [01234 —— 5, 02450134 — 5. 035°|094 — 7, 
0252 [024 —— 5, 045 10124 —= 3, 
0:5? 024 —= 5, 045 |014 —=— 1, 
052 0834 — 5 0425 034 — — 7 

9,2 
0452 014 —= 1, 
045? 10924 — — 6. 
10,1 
055 1014 —— 5. 


$ 63. Die Resultante R; ı. 


Als letztes: Beispiel wählen wir die Resultante R;,.. Nach 
(105) ist 
v=4 u=5 0o=2 0=3 
(147) But 32% Var VERNTR | 
VW HNO 00 
Wie wir in $ 49 festgesetzt haben, lassen sich die Glieder der 
Resultante R;,, in fünf Classen eintheilen: 1. Vollständig reducible 
Glieder. 2. Normal-Formen. 3. Glieder, welche den Factor a,b, 
und nur einen der Factoren a,, b, enthalten. 4. Glieder, welche 
den Factor a,b, und nur einen der Factoren a,, db, enthalten. 
5. Glieder (nicht in 1.), welche je einen der Factoren a,, b, und 
je einen der Factoren a,, b, enthalten. 
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S 64. Die Indices 0, 6, u, v in den Gliedern 
der verschiedenen Classen. 


Die Classen 2, 3, 4, 5 lassen sich auch durch Relationen der 
Indices 0, 6, u, v charakterisiren. 


e=0 u=5 
-0’v—4 


2. Die Formeln bestehen gleichzeitig. 


3. Die Formeln A bestehen gleichzeitig; u und » dürfen alle 


Werthe haben, welche die Formeln “7, nicht gleichzeitig be- 


friedigen. 


4. Die Formeln 401 bestehen gleichzeitig; oe und 6 dürfen nicht 


gleichzeitig die Formeln ° 7, befriedigen. 


—=ß 


_.g, noch gleichzeitig 


5. Es dürfen weder gleichzeitig die Formeln E 


; =5 
die Formeln BT „ bestehen. 


S$ 65. Schemas der Classen von R; 4. 


Nach dem vorigen Paragraphen haben wir die folgenden Schemas 
für die Summen der Glieder der Olassen 3, 4, 5. 


> W3s3 Vs + Was Vs ı + Wa ıV5 0 4 Wa Vs T Warn 
+ W5.1V3 5 Wis Vıs + Wi sVı1ı + WısVao Va 
+W;,5Vo,1. | 

4. W33V5a + W353 Vsı + W3iVs0o + WasVaa + Was Var 
+ W51V20 + W13Vıa + Wi 3Vıı + WisVıo + Was Vo: 
+ W5,3 Vo1- | 

5. W33Vn1ıV31 + W33Vn,1ıV3,0 + W5,3V5,1V21ı + W353 Vo, ıV30 
+ W13V51V11+ WisVn,ıVı0-+ W5,3V0,ıVo,a+ W3,3Vo,.3V3 0 
+ W3.3V0,2V3,0 + Wi 3V0,2Vı,o+ W3.3Vı,0V2,2-+W35VıoV31 
+ W3,1V1,0V20+W3.3V1,0V/is + W3,3VıoV1ı + W3.1Vı,0Vıo0 
+ W43Vı0V52+ Wi sVı0V 0,1 -+ Wa 3Vı1ıV3 1 + W535 Vaılan 
+ W5,2V1,1V1,1 + W5,3V1,1V1,0+ W4,2V1,1V0,14+ W2,3 91,2 V2,0 
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+ W3,2V1,:V1,0+ W3,2V2,0V1,2+W23V2,0V/ıı + W341 Vs,0V1,0 
+ W3,2V3,090,:+ W3,3V3,0V0,1+W3,293,1V1,1 + W3,3V92,1V1,0 
+ W3,2V2,1901+ W2,2V2,»V1,0+ W3,2V3,0V0,2+ W325 Vs,oVo,ı 
+W3,:V5,1V01- 
Nach 8. 3 sind W#,n, V%,» für die Formen 
Ag ER — gan . (— 1)” Qo--m 
db," En RE 4 ae + Ort 
in derselben Weise, wie Wn,n, Ym,n für die Formen 
MET — Mari + -. - (— 1” 
gebildet. In der Tabelle von R;,ı ist die obige Eintheilung in 


Classen eingehalten worden; die Glieder der Classen 3, 4, 5 befolgen 
die Ordnung der Schemas der entsprechenden Olassen. 


und 


und 


$ 66. Tabelle von R;.ı. 
(Vollständig reducible Glieder.) 


I; ı = arasb,bb; n= Auaıasbıbabs SE aasbebi En Aodsasbı bb; 
+ arasasbobıbsbi + asazbobebı + mazbıbı + arazbobibı 
u asasbobıbı - a;babı E= Audaazbıbabi -- AıasQsbobıbsbı 
+ asasbobsbi + arasazbobsb;bi + maıazazbıbabsbi 
+ apasagbabsbi + Wazbobsbi + aaiazbıbsbi + agaıazbabsb; 
+ ayasbzbi + avazbıbı + arazbobıbı + azbobı + arazbobabı 
+ apayazbıbebi + aoazbabı + araabobzbi + aoaıazbıbsb; 
I maasbsbsb-T nasbshı Laibodı H-mmbiba-- anaibabı 
+ agaıbzbi + aobı + aoazaubıbzbı + arazasbobıbybı 
+ asaybobzbı + arasagbobzb5bı + aoaıazaubıbabzbs 
+ aoasasbebzbı + alasbobzbs + aoararbıbsbı + aoaıazbabsbı 
+ agasbzbs + alazazbobabzbs + avaazarbıbabsbı + wazasbzbzbı 
+ A9Q3 5 Q14bıbababs + aıa243Q44bobıbabz;bı + 03 dybabsbzb4 
+ aoazasbıbzbı + arazaubobidsbı + azazarbodıbsbı + asaubobsbı 
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+ ayazbobzbı + aaraıbıbzbs + aoarbabı + apazaubıbzbı 

E= AıQoaibobıbabı -- asasbobsbı E= Apasaıbebabı 2 A, azaıbobıbabı 
+ asazazubobıbabı + azasbobabı + avarbıbı + araybobıbı 

+ asazbobıbı + azasbobıbı + asbobı + awazazbibz 

+ aazazbobıbz + azazbobz + arasazbobsbs + Aouaıasazbıbgb; 

+ aoazazbzb; + Qrazbobs + aoarasbıbz + ayaıazbabz + ayazbs 
+ a Q3Q5bobab; 4 AuQıdsasbıbsb, 1. anasa;babz - QyQ5 Ay; bi bab; 
+ auasazasbobıbsb; + asazazbobab; + aoasa;bib; + a,azazbobibs 
u As030;bobıb3 = as; bub; + a ayQsbobebs + Audı d4G5b1babz 

+ adıazbabz; + QA2a4Q5b1bz by + Ar Qgayazbobıbabz 

u a5 4Q;bobabs + Anz Qıazbibabs + a,a3a10;bobibabs 

+ azQ5Q0405bobıbabs + azasazbobebz + ayazazbibs + aıazasbobibs 
+ asarazbobibs + asasazbobıbs 4 Auazbobs ar asbobk 

+ aparazbıbs 1 anasbs I ayasasbıbs 4 aazasbobıbs 

+ asazboba + aasazbıbz + aıasasbobıbs + asasazbobıbs 

I asasbobs 1 aoarazbıbs + Arauasbob}bs + asayazbobıbs 

1 asalasboe dab aazb, + mazbobı + azazbobı 
 asasbobı + razbobı + asbo. 


(Glieder, die den Factor ab, und nur einen der 
Factoren a;, dı enthalten): 


— 2agazbobs(asbsbi + asazbsbi + azbs + Qasaybzbı + azaybabzbı 
+ aubsb, —- Asd;b} + Ayd;bab3 + Auasbab; E= az;b>) 

— 3aaragbobs(agbıi + azbzbi + aybzbı + asbz) + (2agazbobı 
— Aaparasbobı)bi — 3aoasbobıbs(aibabı + asasbzbı + azbı 

+ Azazbz + ayasbebs + asbz) + (— aarasbobsbs — Aazasbobıbs 
+ 3avasbobs + Bagazbobz) (asbi + aubsbı+ asb5) + (daoazazbobı 
+ Banarazbobıbı —ayazazbobıba— Bayazbobsbı+t Aapaıazasbobabı 
— aparasbobzbı + Danazasbobsbı + Aaparasbobi) bi 

+ (2ava,bobs — Aavarubobibs) (asbs + ayasbs + arbı) 

— (Aaga,bobab; + 5apaasbobıbs — anaraubobabs — 3 aQsa4bobz 
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+ Aapasasbobıbabzs — Qoazaubobıb; + 5apazaubobebz 

+ 4aoazbobıbs) (arbı + asbs) + (— Aasasbobi + agayaıbobzbi 
+ 2apazazbobsbi + Zapazaubobzbı + Zaoarasbobsbı 

a albobsbs 20 Gsarbobsbsbı — Danasaubabıbs 

+ Sapaıazaybobabzbı — Zayarazasbobıbı — Savaubobıbabs 

— Aagasbobabs + 1Oaparazasbobıbsbı + bayarbobı 

+ Aapazasbobzbı — Aayasa,bab: — Bayaıazaubobs 
rastadıbabsdı + Sapasaz3a4bobıbabı — Baparasbobsby 

— 2aaıalbobıbsbı — aoalasbob?bı + Zaoadarböbsbı 

I ascabebıbı t Zanazaabobsbı 1 aoasdıbabıbı 

— Aayazb5b,)bı + (Baoasb2bıb? — Bayazbob?bz)a: 

_ a. Baoazbobıb: — Daoazbubab; nz Dasasbobab; 

-- Bayasbabıb, — Saoalasbels 3 auayasbub; 4 Taoaıazbobıbabs 
aaa:  usalasbebrbs — aoauazbobibs 

— Tapazazbobsbs; — Tapasazbobıbs + bayazasbobıbabs 


+ 640035 bob1 babs + 3 a002Q;bobıb3 + 3 aua5Q;bobabs) . 


(Glieder, die den Factor a, b, und nur einen der 
Factoren a,, b, enthalten): 


— 9asasbabslarbobs + aoaıbıbs 1 ande + auaabıda + araabobıbs 

+ az bobs + Aoasbı + Aısbobi + A343 bobı + as bo) 

— Zasasasbıbsladi + aubobi + asbobı + asbn) + (Zasasbobı 

— 4034445 bob4) bo — 3asasbabsbilaıbobs + aoaıbıbs + aobz 

+ aods3bi + araabobı + aabo) + (— asazazbıbsbı — Asauasbıbab; 

+ 3asazbibı + 3azazbıba)(aobi + aubobı + azbo) + (dasarasbob: 

2 5Asd3a; bobı bs —asar azbobıba— Bazazbobsba + Aazasarazbobabı 

a sarsbabsbı + Has Asa; bobsbı -r 4azQ34;boba)bo E= (2a1azb2b: 

— 4a,a;bzb3b4) (abo + aoaıbı + ande) + (Aalazbıbzbi 

+ 5 014245 b1bsb41— a1 345 bıbab1 — 3 a1 055 bi ba+ 4 a1 035 bi bababu | 

— a,a4a5bıbabs + Baazsasbibsbı + Aaazbibabs) (aodı + aıbo) 
4 
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+ (—Aalazbobi + arasazbobsbi + 2alasazbobsbi + 2atagazbobabs 
+ 2a1azazbobsbi — arazagbobzbı — Zararazbobsbzb; 

— 5arazazbobıbi + Barazasazbobsbzbs — 2 A1Qza3Q;bobıba 

— Sayazbobıbsbı — Aarasbobzbı + 1Oarazayasbobıbzba 

+ 6ajazbobı + Aaıazazbobbı — Amıazazbobı — Saıazazazbobi 
— Darasazasbobsbs + Sarazasazbobı babı — Darasazbobzb; 

— 2arasazbobıbsbı — arazazbobibı + Zarazazbobabs 

+ Zarazazbobidbı + Zaıazasbobsbs + arasazbobıbsa — Aarazbobı)bo 
+ (Bavazbabsbi—Bayagbsbzb,)ao + (—Basazbıbsbi —Daoazb:bzb4 
+ 5adagbıb5bl + 5aoasb?b2b, — Zaparazb?bE — Iapasasbi 
+ Taparazbıbs bsbi-t Tayaranbıbabsbı — oo asb 
N UHÜF UN. Tayasazbibsbi— Tanüsasbrbsbi 

+ 6apasazbıbababı + 6ayazazbı bababı + Bayasazbıbabı 

+ 300430; b1b5b,)ao. 


(Glieder (nicht vollständig reducibel), die je einen 
der Factoren a,, b, und je einen der Factoren a,, b, 
enthalten): 


— Zagazbıbs(azbi + asbsbi + asbsbı + asbs) + Baoaıasbıbs 

— 3ayasbıbsbs (asbı + aubsbı + asbs) + (— mark 

— ApAzasbıbsbı + Bavazbıbı + Zagazbıbı)aods + an(2asasbibs 
— 4agaybıbebs) (arbı + asbs) + (Aagasbıbsbi + Davaıaubıbabi 
— ymabıbsbı — 3agaza,bıbı 4 Aayasaubıbabsbı — Un GnBEb. BL 
+ Bayazaubibzsbı + Aavasbibsb,)aobı + (Bavasbibabz 

— Bayazbıb2b3)aoas — Zanazbabi — Bagazbabsbi + (2aoazbebı 
— Aagaubabsbı)aobı — 2ajasbobslaubsbı + asasbsbe tr asbı 

- Q3.5b3 + ayasbabz 4 a;b2)— 31 G2Q3bubs (as bi + aybsb4i + Ab5) 
+ (2arazbobı — 4aıazazbobs)bobı — Barasbobıbs(azbg + asazbs 
LE ab) + (— aasaıbobabs — arasaibobıba + Soda a 

+ 3arasbobs) (arbı + asbs)bo + (Aarasazbobı + Baıasazbobıbı 


— 4 asaabobıbı an aubobabı + 4aı Q9 03 daDoba bs ae a, asaubobsbı 
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+ 5azazazbobsb; + Aarasayboba)bobı + (Zarazbobz 

— 4a azbobibs)azbo + (darazbobsbs + Barasazbobıbs 

— a,Q3a5bob2bs — 3arazazbobs + Aaıazazbobıbsbs — AıQsazbobib; 

+ 5arasazbobgb; + Aa,azbobıbs)asbo — 2aı azbıbs(aobı 

SIE a, bo) (a,bi + aybabı + asbs) => 3a1asa;bıbi(aobı Ar Ay bo) 

— 3ayaybıbsbs(aodı + aıbo) (abs + asbs) + (— arazasbıbsb; 

— qasasbıbabı + 3a,asdıbdı + Balasbıbz) (aodı + abo)bı 

+ (2a1a;bib; — Aayazbıbabs) (aobı + aıbo)a; 

_ 2a1azbab;(a1bo + oMbı + aybs) — 3a,aybsbsba(aıbo + 9abı 

E= aobs) _ 2asaybobs(azb> + ayazb; + a,b,) —_ 3asazaybobz(asb; 

+ asb5) + (2a2aibobı — Aazasarbob)bibı — 3asa!bibıbs 

+ (— asazazbobabs —Aazazazbobıbs + Basazbobs+ Bazazbobs)as bo 

—2asa4bıbslandı + aıbobı + asbr) (a.bı + asbs) 

_ 3asazasbıbi(aob; + aıbobı + ass) _ 3 asazbıbabs(aobı 

I a,bobı + asbo) — Zasasbabalarbobe + aoaıbıba + aobz 

eb marbobrr tr abo) — 2asagbobs — Iasauasbnbs 

— 2 azazbıbs(aobı + a,bobi _ asbobı in abo). 
(Normal-Formen): 

— 5agazbobsbi — bayarazbobsbı + anarazbobab: — Tavazrasbobıbz 

Boacbobsbi + Saoarazbobsbsbi 4 Tayasasbobıbı 

+ 2agasazbobsbı — Aanasazbobabsba — AaoaıQaazbobab: 

= Kino asastnbsbsb, — 10a,aıasasbobıbabi .- Sayd1Qsasbob} 

+ Sayazazbobsbi — Ianasazbobabzbı 4 agasazbobıbaba 

— Aasazazbob, + 5 a00143 0; bobıbaba = 2 A013; bobabsbı 

 —_ 2001Q34;bobıbabi — 6ana1Q3Q5bobsba -+ Gapasazsbobabsbı 

— 6aa2azbobıbsbi — aazasbobsbı — 13agarazbobıbabs 

— 3anazazbobebzbs + Zagarazbobıbsbi + Ilapazazbobsb; 

— Saparazazbobibi + Aayarasazbobsbi — Baoaı ara bobabı 

+ ayasazazbobıbi + Daoazazazbobıbabzbı + 4ayazaza5bob:b; 


=== 12 a9asa3a;bob2b; + Audaa5Q5;bobabı + Basazb,bıb; 
4* 
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— Baoasbobıbsbzbı — Dagazbobebı + Dagasbobsbi + Davazbobabs 
1 11aoa,a2b2bıb? + Zaoaıacbabsbsbı — 3aparazbobıbebs 

— 13 a001asbobıbsbı — Auaza;bobıbi — Gagasasbobabsba 

+ 6avasazbobıbzbdı — Gapazazazbabıb: — 2aoazasazbabsbzbı 

+ 2 ApA5 045 bobıbabı En BaAsAszbobibsbı — Amyasazbibı 

+ ayasazbobıbzbı — Iapasazbobibsbı + Savazazbobebı 

- SaoQza4a;baba — 1Oayazasazbobıbabs - 11ayazagasbobibabı 
— 40003040; bob2bi — Aagasazbabıbabs + 2a90s05bobıba 

E= TQ0o0;a5bab3b4 E 3a,azazbobıbabı — Audza;bobrbı | 
Tmumbhbsbirmnaarbbıbı  biyakaebobsb: 
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